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Εισαγωγή

Η έννοια του τελεστή είναι από τις σηµαντικότερες έννοιες στα µαθηµατικά και στη σύγχρονη ϕυσική. Μεγάλο
πλήθος προβληµάτων της σύγχρονης ϕυσικής αντιµετωπίζεται µε τους τελεστές. Στα µαθηµατικά, όπου πάντα
ορίζουµε τις έννοιες πιο γενικά και αφηρηµένα, έχουµε ορίσει τον τελεστή ως την απεικόνιση ενός χώρου σε έναν
άλλο. Στην πράξη λίγες κατηγορίες τελεστών είναι αυτές που µας χρησιµεύουν. Η ϐασικότερη κατηγορία είναι
οι γραµµικοί και ϕραγµένοι τελεστές. Με αυτούς ϑα ασχοληθούµε και εµείς σε αυτήν την εργασία.

Αυτό που ϑα κάνουµε είναι να γενικεύσουµε κάποιους γραµµικούς τελεστές. Το τι σηµαίνει γενίκευση ϑα
ϕανεί γρήγορα, όπως επίσης γρήγορα ϑα ϕανεί και η πολυπλοκότητα τον εκφράσεων που παράγονται. Θα
αναλύσουµε αρκετούς τελεστές, µερικοί εκ των οποίων είναι πολύ διάσηµοι και χρησιµοποιούνται κατά κόρον
στην επιστήµη της ανάλυσης σήµατος και της οπτικής. Για παράδειγµα ϑα εξάγουµε την γενική έκφραση
για τον τελεστή Fourier ή µετασχηµατισµό Fourier όπως συνήθως λέγεται, όπως και την γενική έκφραση του
µετασχηµατισµού Hartley.

΄Ενα πεδίο που ασχολείται µε γενικεύσεις εννοιών ονοµάζεται κλασµατική ανάλυση. Ο λόγος που ονοµάζεται
έτσι είναι, διότι έννοιες που ϕαινοµενικά δεν µπορούνε να ισχύσουν παρά µόνο για ακέραιες καταστάσεις,
κλασµατοποιούνται. ΄Ενα παράδειγµα που ίσως ϕανεί αστείο είναι το παράδειγµα µε την έγκυο γυναίκα. Μια
γυναίκα µπορεί να είναι έγκυος ή να µην είναι. Πρόκειται για δύο καταστάσεις που ϑα µπορούσαµε να τις
χαρακτηρίσουµε ακέραιες. Η κλασµατική ανάλυση ϑα προσπαθούσε να παράξει την έννοια της ολίγον έγκυο
γυναίκας. Σε πρώτη ϕάση ακούγεται µη λογικό, αλλά ϑα δούµε πως τελικά, περισσότερα πράγµατα είναι δυνατά
απ’οσο νοµίζουµε.

Η κλασµατική ανάλυση αν και υπάρχει από αρκετά παλιά, δεν έχει διαδοθεί αρκετά και πολύ επιστήµονες
και µαθηµατικοί την αγνοούν. ΄Ενα από τα πρώτα σηµαντικά ϐήµατα στον τοµέα έγιναν από τον Lagrange, όταν
έδωσε έναν ορισµό για την κλασµατική παράγωγο. ∆ηλαδή µίλησε ουσιαστικά για κλασµατικό ϱυθµό µεταβολής,
πράγµα που τότε, πέρα από µαθηµατική αφηρηµένη έννοια δεν ήταν τίποτε άλλο. Σήµερα έχουµε αρκετές εφαρ-
µογές και σιγά σιγά το πεδίο αυτό κερδίζει χώρο. Πλέον µιλάµε για κλασµατικές διαστάσεις, που απεικονίζονται
µε τα λεγόµενα Fractal και έχουν εφαρµογή στην ϑεωρία του χάους, ακόµα και για κλασµατικούς πίνακες, που
είναι αντικείµενα µε παράξενη µορφή (να σηµειώσουµε ότι µεταξύ πινάκων και τελεστών υπάρχει αµφιµονοσή-
µαντη σύνδεση).

Η εργασία χωρίζεται σε επτά κεφάλαια. Στο πρώτο δίνουµε γενικά µια ιδέα του αντικειµένου. Στα επόµενα
τρία γενικεύουµε τους τελεστές Fourier,Hartley,cosineFourier και sineFourier. Στο πέµπτο κεφάλαιο αναλύουµε
ότι και παραπάνω για χώρους πολλών διαστάσεων. Στη συνέχεια δίνουµε ένα κεφάλαιο µε τον γενικευµένο τελεστή
της παραγώγου, ο οποίος είναι και ο ϐασικότερος της κλασµατικής ανάλυσης. Κλείνοντας δίνουµε κάποιες
συµπληρώσεις που ίσως ϑα ήταν υπερβολή να τις συµπεριλάβουµε στα αντίστοιχα κεφάλαια που ανήκουν.

΄Εγινε προσπάθεια να παρουσιαστεί η συνολική ύλη, αναλυτικά και µε πολλές αποδείξεις. Αυτό έγινε διότι
ϑέλαµε να διατηρήσουµε ένα κλήµα συνέπειας και ταυτόχρονα ευκολίας ως προς την παρακολούθηση της ϱοής
της ύλης. Ελπίζω η ανάγνωση να είναι ευχάριστη και για όσους δεν γνωρίζουν το αντικείµενο των κλασµατικών
µετασχηµατισµών, εύχοµαι να το αγαπήσουν.
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Κεφάλαιο 1

Γενίκευση γραµµικών τελεστών

Θα ξεκινήσουµε δίνοντας την κεντρική ιδέα στο πως γενικεύεται ή κλασµατοποιείται ένας γραµµικώς τελεστής.
΄Εστω ότι έχουµε ένα γραµµικό τελεστή R. Η δράση του σε µια συνάρτηση ορίζεται ως :

R [f(x)] = F (x)

,όπου F µια άλλη συνάρτηση.
΄Ενας τελεστής µας πάει από ένα χώρο σε έναν άλλο και αυτός µπορεί να είναι και διαφορετικής διάστασης από
τον πρώτο. ΄Οπως για παράδειγµα ο τετραδικός τελεστής Fourier. Πολλές ϕορές χρησιµοποιούµε διαφορετική
µεταβλητή στον καινούργιο χώρο και αυτό γίνεται για να αποφεύγουµε συγχύσεις, αλλά κυρίως διότι συνήθως οι
δύο χώροι έχουν διαφορετική ϕυσική σηµασία. ΄Ενα ερώτηµα είναι αν έχει νόηµα να µιλήσουµε για δράση ενός
τελεστή κατά το ήµισι, δηλαδή έναν τελεστή που δρα µισή ϕορά σε µια συνάρτηση. Το αµέσως επόµενο ερώτηµα
που γεννάται είναι, τι είδους συνάρτηση παράγει ο συγκεκριµένος τελεστής.
Σε αυτά τα δύο ερωτήµατα στηρίζεται η γενίκευση ή αλλιώς κλασµατοποίηση ενός γραµµικού τελεστή. Συγ-
κεκριµένα αν δράσει ένας τελεστής κατά µισή ϕορά παράγει µια συνάρτηση, που άµα ξαναδράσει αυτός στη
συνάρτηση που παράχθηκε να δηµιουργείται µια τέτοια συνάρτηση, που ϑα είναι ίδια µε εκείνη, που ϑα είχε
παραχθεί µε την δράση του κλασσικού ακέραιου τελεστή πάνω στην αρχική, δηλαδή:

R
1
2

[
R

1
2 [f(x)]

]
= R [f(x)] = F (x)

Κρατώντας αυτήν την ιδέα ορίζουµε τον γενικό τελεστή Ra έτσι ώστε :

• R0 [f(x)] = f(x)

• R1 [f(x)] = F (x)

• Ra
[
Rb [f(x)]

]
= Rb [Ra [f(x)]]

• Ra
[
Rb [f(x)]

]
= Ra+b [f(x)] ∀ a, b ∈ R

Να πούµε πως η τρίτη απαίτηση συνεπάγεται από την τέταρτη, καθώς ισχύει η αντιµεταθετικότητα στην πρόσθεση
πραγµατικών αριθµών. Παρ’ολα αυτά ϑα την αποδεικνύουµε και αυτήν για να αφήνουµε το ενδεχόµενο για δοµές
που δεν ισχύει η αντιµεταθετικότητα. Η δυσκολία τώρα είναι, για κάθε τελεστή να ϐρίσκουµε την έκφραση για την
γενική µορφή του. Κυρίως ϑα ασχοληθούµε µε τους τελεστές που παρουσιάζονται στην ανάλυση σήµατος, όπως
ο Fourier, Hartley, cosine Fourier και sine Fourier. Θα δούµε και µία µαθηµατική εφαρµογή σε σχέσει µε τον
γενικευµένο Fourier. Επίσης ϑα εξετάσουµε όλους αυτούς τους τελεστές για συναρτήσεις πολλών µεταβλητών.
Πρώτα όµως ϑα πάρουµε µια γεύση από τον γενικευµένο τελεστή της παραγώγου και ϑα εξετάσουµε µια µέθοδο
να για την εύρεση της έκφρασης ενός γενικευµένου τελεστή.

1.1 Τελεστής της παραγώγου για εκθετικές και πολυωνυµικές
συναρτήσεις

∆εν έχουµε ακόµα τα κατάλληλα εργαλεία για να δώσουµε την τελική γενικευµένη έκφραση για τον συγκεκριµένο
τελεστή, διότι χρειαζόµαστε κάποιες ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier οι οποίες ϑα ειπωθούν παρακάτω.
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΄Ετσι για λόγους συνέπειας η πλήρης ανάπτυξη ϑα γίνει παρακάτω. ΄Αλλωστε ο σκοπός µας εδώ είναι να δώ-
σουµε µια ιδέα για την έννοια των γενικευµένων τελεστών. Θα δούµε τις περιπτώσεις των εκθετικών και των
πολυωνυµικών συναρτήσεων και ϑα εξάγουµε ειδικές εκφράσεις για την γενίκευση του τελεστή της παραγώγου.

1.1.1 Εκθετικές συναρτήσεις

΄Εστω ότι f(x) = ecx, όπου c ∈ R, τότε ισχύει :

d
dx

[f(x)] =
d

dx
[ecx] = cecx

΄Αν ϑεωρήσουµε την δράση του γενικευµένου τελεστή ως:

dα

dxα
[ecx] = cαecx

,θα ισχύουν:

d0

dx0
[f(x)] =

d0

dx0
[ecx] = c0ecx = ecx = f(x)

d1

dx1
[f(x)] =

d1

dx1
[ecx] = c1ecx = cecx = f ′(x) = F (x)

dα

dxα

[
dβ

dxβ
[f(x)]

]
=

dα

dxα

[
dβ

dxβ
[ecx]

]
=

dα

dxα
[
cβecx

]
= cβ

dα

dxα
[ecx] =

= cβcαecx = cαcβecx = cα
dα

dxα
[ecx] =

dβ

dxβ

[
dα

dxα
[ecx]

]
=

dβ

dxβ

[
dα

dxα
[f(x)]

]
και :

dα

dxα

[
dβ

dxβ
[f(x)]

]
=

dα

dxα

[
dβ

dxβ
[ecx]

]
= cαcβecx = cα+βecx =

dα+β

dxα+β
[ecx] =

d(α+β)

dx(α+β)
[f(x)]

΄Ετσι έχουµε ϐρει την έκφραση της γενικευµένης παραγώγου για εκθετικές συναρτήσεις.

Παραδείγµατα:

1. Για α = 1/3 και c = 5 έχουµε:

d
1
3

dx
1
3

[
e5x
]

= 5
1
3 e5x = 3

√
5e5x

2. Για α = 1/2 και c = −1 έχουµε:

d
1
2

dx
1
2

[
e−x
]

= (−1)
1
2 e5x =

√
−1e−x = je−x

Και ϐέβαια αν δράσει αυτός ο τελεστής άλλη µία ϕορά ϑα έχουµε:

d
1
2

dx
1
2

[
je−x

]
= j

d
1
2

dx
1
2

[
e−x
]

= j · je−x = −e−x

3. Για α = 1/2 και c = −1 έχουµε:

d−1

dx−1

[
e2x
]

= 2−1e2x =
1
2

e2x
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Γενικότερα για c ∈ R έχουµε:

d−1

dx−1
[ecx] = c−1ecx =

1
c

ecx

,αλλά: ∫ x

0
ecx
′
dx′ =

1
c

ecx

∆ηλαδή για εκθετικές συναρτήσεις ισχύει : ∫ x

0
∗ dx′ =

d−1

dx−1

Σε αυτό το σηµείο ϑα αναρωτιόταν κάποιος µήπως το ολοκλήρωµα είναι απλώς ένα κοµµάτι της γενίκευσης του
τελεστή της παραγώγου. ∆εν ϑα αναφέρουµε εδώ τίποτα άλλο, ϑα ξεδιαλύνουν όλα παρακάτω.

1.1.2 Πολυωνυµικές συναρτήσεις

Πριν δώσουµε την έκφραση του γενικευµένου τελεστή παραγώγισης για πολυωνυµικές συναρτήσεις να πούµε
δυο λόγια για την συνάρτηση γάµµα. Η συνάρτηση γάµµα Γ(x) ορίζεται ως εξής :

Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1e−tdt

,ή ισοδύναµα:

Γ(x) =
∫ 1

0

[
ln

(
1
t

)]x−1

dt

Ο δεύτερος τύπος αν και ανακαλύφτηκε πριν από τον πρώτο (Από τον Euler κατά την προσπάθεια του να λύσει
ένα µηχανικό πρόβληµα.), είναι πιο δύσχρηστος και δεν χρησιµοποιείται συχνά. Η συνάρτηση γάµµα έχει πάρα
πολλές ιδιότητες. Εµείς ϑα χρησιµοποιήσουµε δύο, από τις οποίες εξάγεται ο ορισµός για την γενίκευση του
παραγοντικού.

• Γ(n+ 1) = n! ∀ n ∈ N

• Γ(x+ 1) = xΓ(x) ∀ x ∈ R

Απόδειξη 1:

Θα δείξουµε πρώτα ότι : ∫ +∞

0
e−ttn = n!

,για κάποιο k ∈ R είναι :

∫ k

0
e−ttndt =

[
−e−t(tn + ntn−1 + n(n− 1)tn−2 + ...+ n!)

]k
0

=

= −k
n + nkn−1 + n(n− 1)kn−2 + ...+ n!

ek
+
n!
e0

⇒ lim
k→+∞

∫ k

0
e−ttndt = lim

k→+∞
−k

n + nkn−1 + n(n− 1)kn−2 + ...+ n!
ek

+
n!
e0

= n!
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⇒
∫ +∞

0
e−ttn = n!

και άρα: ∫ +∞

0
e−ttn−1 = (n− 1)! ⇒ Γ(n) = (n− 1)!

⇒ Γ(n+ 1) = n!

Απόδειξη 2:

Γ(x+ 1) =
∫ +∞

0
tx+1−1e−tdt =

∫ +∞

0
txe−tdt = −

∫ +∞

0
tx(e−t)′dt

=
[
−txe−t

]+∞
0

+
∫ +∞

0
xtx−1e−tdt = lim

k→∞

(
−kxe−k

)
+ 0 + x

∫ +∞

0
tx−1e−tdt

⇒ Γ(x+ 1) = xΓ(x)

Με ϕόντο τους δύο αυτούς τύπους ορίζουµε το παραγοντικό για κάθε x ∈ R:

x! = Γ(x+ 1)

΄Εστω τώρα ότι έχουµε το πολυώνυµο f(x) = xn µε n ∈ N και x ∈ R , τότε ∀ m ∈ N ≤ n ισχύει :

dm

dxm
[xn] =

n!
(n−m)!

xn−m

Απόδειξη :

Για m = 1 έχουµε:

d1

dx1
[xn] =

n!
(n− 1)!

xn−1 =
n(n− 1)!
(n− 1)!

xn−1 = nxn−1

Το οποίο ισχύει. Αν τώρα όταν ισχύει για κάποιο k ∈ N συνεπάγεται ότι ισχύει και για k+ 1, τότε σύµφωνα µε
την µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής ισχύει ∀ m ∈ N. (Βέβαια πάντα m ≤ n.) Πράγµατι :

dk+1

dxk+1
[xn] =

d
dx

[
dk

dxk
[xn]

]
=

d
dx

[
n!

(n− k)!
xn−k

]
=

n!
(n− k)!

d
dx

[
xn−k

]
=

n!
(n− k)!

(n− k)xn−k−1

=
n!(n− k)

(n− k)(n− k − 1)!
xn−k−1 =

n!
[(n− (k + 1)]!

xn−(k+1)

Τώρα έχουµε όλα τα εφόδια για να δώσουµε την έκφραση του γενικευµένου τελεστή για πολυωνυµικές συναρτή-
σεις. Μάλιστα δεν ϑα σταµατήσουµε εδώ και ϑα επεκτείνουµε την γενίκευση σε ”πολυώνυµα” που οι δυνάµεις
της µεταβλητής είναι οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός.
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΄Εστω α, β, γ ∈ R . ΄Αν ϑεωρήσουµε την δράση του γενικευµένου τελεστή ως:

dα

dxα
[xγ ] =

Γ(γ + 1)
Γ(γ − α+ 1)

xγ−α

,θα ισχύουν:

d0

dx0
[xγ ] =

Γ(γ + 1)
Γ(γ − 0 + 1)

xγ−0 =
Γ(γ + 1)
Γ(γ + 1)

xγ = xγ

d1

dx1
[xγ ] =

Γ(γ + 1)
Γ(γ − 1 + 1)

xγ−1 =
Γ(γ + 1)

Γ(γ)
xγ−1 =

γΓ(γ)
Γ(γ)

xγ−1 = γxγ−1

,επίσης :

dα

dxα

[
dβ

dxβ
[xγ ]

]
=

dα

dxα

[
Γ(γ + 1)

Γ(γ − β + 1)
xγ−β

]
=

=
Γ(γ + 1)

Γ(γ − β + 1)
dα

dxα
[
xγ−β

]
=

Γ(γ + 1)
Γ(γ − β + 1)

Γ(γ − β + 1)
Γ(γ − β − α+ 1)

xγ−β−α

⇒ dα

dxα

[
dβ

dxβ
[xγ ]

]
=

Γ(γ + 1)
Γ(γ − (β + α) + 1)

xγ−(β+α)

και :

dβ

dxβ

[
dα

dxα
[xγ ]

]
=

dβ

dxβ

[
Γ(γ + 1)

Γ(γ − α+ 1)
xγ−α

]
=

=
Γ(γ + 1)

Γ(γ − α+ 1)
dβ

dxβ
[
xγ−α

]
=

Γ(γ + 1)
Γ(γ − α+ 1)

Γ(γ − α+ 1)
Γ(γ − β − α+ 1)

xγ−β−α

⇒ dβ

dxβ

[
dα

dxα
[xγ ]

]
=

Γ(γ + 1)
Γ(γ − (β + α) + 1)

xγ−(β+α)

,έτσι :

⇒ dα

dxα

[
dβ

dxβ
[xγ ]

]
=

dβ

dxβ

[
dα

dxα
[xγ ]

]
και τέλος :

dα+β

dxα+β
[xγ ] =

Γ(γ + 1)
Γ(γ − (β + α) + 1)

xγ−(β+α) =
dα

dxα

[
dβ

dxβ
[xγ ]

]

΄Ετσι έχουµε ϐρει την έκφραση του γενικευµένου τελεστή παραγώγισης για πολυώνυµα και ταυτόχρονα για
συναρτήσεις που για δυνάµεις του x έχουν οποιοδήποτε πραγµατικό αριθµό.

Παραδείγµατα:
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1. Για α = 1/2 και γ = 2 έχουµε:

d
1
2

dx
1
2

[
x2
]

=
Γ(2 + 1)

Γ(2− 1
2 + 1)

x2− 1
2 =

Γ(2 + 1)
Γ(3

2 + 1)
x

3
2 =

2Γ(2)
3
2Γ(3

2)
x

3
2 =

4
3

Γ(1 + 1)
Γ(1

2 + 1)
x

3
2

=
4
3

1Γ(1)
1
2Γ(1

2)
x

3
2 =

8
3

1√
π
x

3
2 =

8
3
√
π
x

3
2

,παρατηρούµε ότι :

d
1
2

dx
1
2

[
8

3
√
π
x

3
2

]
=

8
3
√
π

d
1
2

dx
1
2

[
x

3
2

]
=

8
3
√
π

Γ(3
2 + 1)

Γ(3
2 −

1
2 + 1)

x
3
2
−1 1

2

=
8

3
√
π

Γ(3
2 + 1)

Γ(1 + 1)
x1 =

8
3
√
π

3
√
π

4
x = 2x

2. Για α = −1 και γ = 2 έχουµε:

d−1

dx−1

[
x2
]

=
Γ(2 + 1)

Γ(2− (−1) + 1)
x2−(−1) =

Γ(2 + 1)
Γ(3 + 1)

x3 =
2!
3!
x3 =

2
6
x3 =

x3

3

Εδώ ίσος αναρωτηθούµε πάλι για τον τελεστή της παραγώγου, ότι αν αυτός υψωµένος στη δύναµη του −1 είναι
ισοδύναµος µε το αόριστο ολοκλήρωµα, όταν αυτό έχει σταθερά µηδέν. Μπορώ να σας πω από τώρα ότι αυτό
ισχύει, αλλά η απόδειξη ϑα δοθεί στο έκτο κεφάλαιο.

1.2 Μέθοδος γενίκευσης τελεστών

Θα δείξουµε µία µέθοδο µε την οποία µπορούµε να ϐρούµε την γενική έκφραση κάποιου τελεστή. ΄Οπως πάντα
αυτά που ϑα εξάγουµε ϑα ισχύουν για γραµµικούς τελεστές.
΄Εστω ένας τελεστής R που µε την δράση του µας πάει σε έναν άλλο χώρο µίας διάστασης. ΄Εστω επίσης ότι ο R
έχει ιδιοσυναρτήσεις en(x) µε ιδιοτιµές λn ∈ C και n ∈ N, τότε ισχύει :

R [en(x)] = λnen(ω)

,όπου ω η µεταβλητή του άλλου χώρου. Αν τώρα κάνουµε και την υπόθεση πως οι ιδιοσυναρτήσεις του R
αποτελούν πλήρες σύστηµα στο διάστηµα που ορίζονται, τότε µια τµηµατικά συνεχής συνάρτηση f(x) αναλύεται
ως :

f(x) =
+∞∑
n=0

bnen(x)

,όπου οι συντελεστές είναι :

bn =
∫ +∞

−∞
f(x)e∗n(x)dx

,µε e∗n(x) εννοούµε την συζυγή παράσταση της συνάρτησης en(x). Με την δράση τώρα του R έχουµε:

R [f(x)] = R

[
+∞∑
n=0

bnen(x)

]
=

+∞∑
n=0

bnR [en(x)] =
+∞∑
n=0

bnλnen(ω)

⇒ R [f(x)] =
+∞∑
n=0

bnλnen(ω)
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Θα ϑεωρήσουµε ως αντίστοιχο γενικευµένο τελεστή:

Rα [f(x)] =
+∞∑
n=0

bnλ
α
nen(ω)

,αντικαθιστώντας τα bn, παίρνουµε ως:

Rα [f(x)] =
+∞∑
n=0

[∫ +∞

−∞
f(x)e∗n(x)dx

]
λαnen(ω) =

∫ +∞

−∞

[
+∞∑
n=0

λαne
∗
n(x)en(ω)

]
f(x)dx

⇒ Rα [f(x)] =
∫ +∞

−∞

[
+∞∑
n=0

λαne
∗
n(x)en(ω)

]
f(x)dx =

∫ +∞

−∞
Kα(x, ω)f(x)dx

,όπου:

Kα(x, ω) =
+∞∑
n=0

λαne
∗
n(x)en(ω)

Η συνάρτηση K είναι ουσιαστικά µια συνάρτηση τριών µεταβλητών (x, ω, α) και ονοµάζεται πυρήνας του αντίσ-
τοιχου τελεστή ή πυρήνας του µετασχηµατισµού. Μένει τώρα να δείξουµε αν η παραπάνω ϑεωρηµένη έκφραση
ικανοποιεί τις τέσσερις ιδιότητες που πρέπει να ικανοποιεί κάθε γενικευµένος τελεστής.
Πράγµατι για α, β ∈ R είναι :

R0 [f(x)] =
∫ +∞

−∞
K0(x, ω)f(x)dx =

∫ +∞

−∞

[
+∞∑
n=0

λ0
ne
∗
n(x)en(ω)

]
f(x)dx

=
+∞∑
n=0

[∫ +∞

−∞
f(x)e∗n(x)dx

]
en(ω) =

+∞∑
n=0

bnen(ω) = f(ω)

R1 [f(x)] =
∫ +∞

−∞
K1(x, ω)f(x)dx =

∫ +∞

−∞

[
+∞∑
n=0

λ1
ne
∗
n(x)en(ω)

]
f(x)dx

=
+∞∑
n=0

λn

[∫ +∞

−∞
f(x)e∗n(x)dx

]
en(ω) =

+∞∑
n=0

λnbnen(ω) =
+∞∑
n=0

bnλnen(ω)

=
+∞∑
n=0

bnR [en(x)] = R

[
+∞∑
n=0

bnen(x)

]
= R [f(x)] = F (ω)

Rα
[
Rβ [f(x)]

]
= Rα

[
+∞∑
n=0

bnλ
β
nen(x)

]
=

+∞∑
n=0

bnλ
β
n [Rα [en(ω1)]] =

+∞∑
n=0

bnλ
β
nλ

α
nen(ω)

⇒ Rα
[
Rβ [f(x)]

]
=

+∞∑
n=0

bnλ
α+β
n en(ω)

Rβ [Rα [f(x)]] = Rβ
[

+∞∑
n=0

bnλ
α
nen(x)

]
=

+∞∑
n=0

bnλ
α
n

[
Rβ [en(ω1)]

]
=

+∞∑
n=0

bnλ
α
nλ

β
nen(ω)

⇒ Rβ [Rα [f(x)]] =
+∞∑
n=0

bnλ
α+β
n en(ω)

,άρα:

⇒ Rα
[
Rβ [f(x)]

]
= Rβ [Rα [f(x)]]
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και :

Rα+β [f(x)] =
+∞∑
n=0

bnλ
α+β
n en(ω) = Rα

[
Rβ [f(x)]

]
΄Ετσι έχουµε µια ολοκληρωµένη µέθοδο για την εύρεση της γενικευµένης έκφρασης κάποιου τελεστή. Αρκεί ο
τελεστής να είναι γραµµικός και οι ιδιοσυναρτήσεις του να αποτελούν πλήρες σύστηµα στο διάστηµα που ορίζον-
ται. Από κει και πέρα ϕτάνει να προσδιορίσουµε τις ιδιοσυναρτήσεις αυτές και να υπολογίσουµε την συνάρτηση
K, και αν είναι δυνατόν την εκφράζουµε σε κλειστή µορφή. Τέλος λαµβάνουµε την δράση τουRα από την σχέση:

Rα [f(x)] =
∫ +∞

−∞
Kα(x, ω)f(x)dx

Σε επόµενα κεφάλαια ϑα γενικεύσουµε αρκετούς τελεστές. Επίσης να πούµε ότι δεν αναφέραµε ϱητά την δι-
ατήρηση της γραµµικότητας σε περίπτωση γενίκευσης κάποιου τελεστή. Για τον τελεστή της παραγώγου ϑα το
ελέγξουµε αργότερα. Για τελεστές που εφαρµόζεται η παραπάνω µέθοδος ισχύει πάντα. Πράγµατι για c1, c2 ∈ R,
έχουµε:

Rα [c1f1(x) + c2f2(x)] =
∫ +∞

−∞
Kα(x, ω) [c1f1(x) + c2f2(x)] dx

= c1

∫ +∞

−∞
Kα(x, ω)f1(x)dx+ c2

∫ +∞

−∞
Kα(x, ω)f2(x)dx

= c1Rα [f1(x)] + c2Rα [f2(x)]

Τελειώνοντας αυτό το κεφάλαιο ϑα δώσουµε έναν ορισµό.

Ορισµός :

Ονοµάζουµε κάποιο ϑετικό ακέραιο αριθµό k περίοδο ενός τελεστή αν και µόνον αν λkn = 1, ∀ n ∈ N∗
δηλαδή:

Rk [f(x)] = f(x)



Κεφάλαιο 2

Γενικευµένος τελεστής Fourier

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε διεξοδικά µε τον τελεστή Fourier. Θα ϐρούµε τον πυρήνα του στη γενική
του έκφραση και τις ιδιότητες αυτού. Κατά συνέπεια ϑα ϐρούµε και τον γενικευµένο τελεστή Fourier, FrFT
(fractional Fourier transform). Στα παραρτήµατα δίνουµε τις ιδιότητες που έχει και την δράση του στις κλασσικές
συναρτήσεις, ειδικά σε αυτές που χρησιµοποιούνται στην ανάλυση σήµατος. Επίσης ϑα δείξουµε µία εφαρµογή
του FrFT πάνω στις διαφορικές εξισώσεις.
Πρώτα όµως ϑα εξετάσουµε την κλασσική περίπτωση.

2.1 Κλασσικός τελεστής Fourier

2.1.1 Ορισµός

Η δράση του τελεστή Fourier πάνω σε µία συνάρτηση είναι :

F · f 7→
∫ +∞

−∞
f(x)e−jωxdx

και συµβολίζεται µε την µορφή:

F [f(x)] =
∫ +∞

−∞
f(x)e−jωxdx = F (ω)

Η δράση του τελεστή Fourier σε µία συνάρτηση ονοµάζεται και µετασχηµατισµός Fourier FT (Fourier transform)
της συνάρτησης ή ολοκλήρωµα Fourier της συνάρτησης. Αν έχουµε την µετασχηµατισµένη συνάρτηση F (ω) και
ϑέλουµε να πάρουµε την f(x), µετασχηµατίζουµε µε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier:

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)ejωxdω

2.1.2 Ιδιότητες του FT

Για τον FT ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες :

1.Γραµµικότητα

Αν υποθέτουµε για τις συναρτήσεις fi(x) ότι :

fi(x) F←→ Fi(ω) , ∀ i ∈ N

,τότε ισχύει :
n∑
i=1

cifi(x) F←→
n∑
i=1

ciFi(ω) ≡ F (ω) , n ∈ N ∀ ci ∈ R
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Απόδειξη :

Ο FT του αθροίσµατος είναι :

F (ω) =
∫ +∞

−∞

n∑
i=1

cifi(x)e−jωxdx =
n∑
i=1

∫ +∞

−∞
cifi(x)e−jωxdx ⇒ F (ω) =

n∑
i=1

Fi(ω)

⇒ F

[
n∑
i=1

cifi(x)

]
=

n∑
i=1

ciFi(ω)

όπου:

Fi(ω) =
∫ +∞

−∞
fi(x)e−jωxdx

2.Ολίσθηση στο χρόνο

Αν υποθέτουµε για τη συνάρτηση f(x) ότι :

f(x) F←→ F (ω)

,τότε ισχύει :
f(x− x0) F←→ F (ω)e−jωx0 ≡ G(ω)

Απόδειξη :

Με την µέθοδο αλλαγής µεταβλητών έχουµε:

x− x0 = t ⇒ x = t+ x0 ⇒ dx = dt

,έτσι ο FT της f(x− x0) ϑα είναι :

G(ω) =
∫ +∞

−∞
f(x− x0)e−jωxdx =

∫ +∞

−∞
f(t)e−jω(t−x0)dt

⇒ G(ω) = e−jωx0

∫ +∞

−∞
f(t)e−jωtdt

⇒ F [f(x− x0)] = e−jωx0F (ω)

3.Ολίσθηση στη συχνότητα:

Αν υποθέτουµε για τη συνάρτηση f(x) ότι :

f(x) F←→ F (ω)

,τότε ισχύει :
e±jω0xf(x) F←→ F (ω ∓ ω0)

Απόδειξη :
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Είναι :

F [e±jω0xf(x)] =
∫ +∞

−∞
e±jω0xf(x)e−jωxdx =

∫ +∞

−∞
f(x)e−j(ω∓ω0)xdx

⇒ F [e±jω0xf(x)] = F (ω ∓ ω0)

3.Κλιµάκωση στο χρόνο:

Αν υποθέτουµε για τη συνάρτηση f(x) ότι :

f(x) F←→ F (ω)

,τότε ισχύει :

f(ax) F←→ 1
|a|
F
(ω
a

)
,∀ a ∈ R− {0}

Απόδειξη :

Θα µελετήσουµε ξεχωριστά τις περιπτώσεις για a < 0 και a > 0 . Θέτοντας t = ax για a > 0 ϑα έ-
χουµε:

F [f(ax)] =
∫ +∞

−∞
f(ax)e−jωxdx =

1
a

∫ +∞

−∞
f(t)e−j(

ω
a )tdt =

1
a
F
(ω
a

)
Για a < 0 γίνονται όλα ανάλογα µε την διαφορά ότι τα όρια αλλάζουν, διότι για x → +∞ έχουµε t → −∞
και για x→ −∞ έχουµε t→ +∞ , οπότε :

F [f(ax)] =
∫ +∞

−∞
f(ax)e−jωxdx =

1
a

∫ −∞
+∞

f(t)e−j(
ω
a )tdt

= −
∫ +∞

−∞
f(t)e−j(

ω
a )tdt = −1

a
F
(ω
a

)
Συνενώνοντας σε έναν τύπο έχουµε:

F [f(ax)] =
1
|a|
F
(ω
a

)

4.Συµµετρία:

Αν υποθέτουµε για τη συνάρτηση f(x) ότι :

f(x) F←→ F (ω)

,τότε ισχύει :

F (x) F←→ 2πf(−ω)

Απόδειξη :
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Από τον FT αντίστροφο είναι :

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)ejωxdω

,αλλάζοντας της µεταβλητές x µε t και ω µε y έχουµε:

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (y)ejytdy ⇒ 2πf(t) =

∫ +∞

−∞
F (y)ejtydy

⇒ 2πf(−t) =
∫ +∞

−∞
F (y)e−jtydy = F [F (y)]

⇒ F [F (x)] = 2πf(−ω)

5.Μιγαδική συζυγία:

Για µια µιγαδική συνάρτηση f(x) = f1(x) + f2(x)j, όπου f1 και f2 πραγµατικές συναρτήσεις, αν υποθέ-
σουµε για την f ότι :

f(x) F←→ F (ω)

,τότε ισχύει :

f(x) F←→ F (−ω)

Απόδειξη :

Ο FT f(x) της είναι :

F [f(x)] =
∫ +∞

−∞
f(x)e−jωxdx =

∫ +∞

−∞
f(x)ejωxdx =

∫ +∞

−∞
f(x)e−j(−ω)xdx

⇒ F [f(x)] = F (−ω)

6.Παραγώγιση στο χρόνο:

Ο FT της n-παραγώγου, ως προς τον χρόνο, µιας συνάρτησης f είναι :

dnf(x)
dxn

F←→ (jω)nF (ω) , n ∈ Z

,όπου ϑεωρήσαµε:

f(x) F←→ F (ω)

Απόδειξη :

Θα δείξουµε την ιδιότητα αυτή µε την µέθοδο της επαγωγής. Για n = 1 πρέπει :

df(x)
dx

F←→ (jω)F (ω)
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,πράγµατι :

F
[

df(x)
dx

]
=
∫ +∞

−∞
f ′(x)e−jωxdx =

[
f(x)e−jωx

]+∞
−∞ −

∫ +∞

−∞
f(x)(−jω)e−jωxdx

= [f(x) cos(ωx)− jf(x) sin(ωx)]+∞−∞ + (jω)
∫ +∞

−∞
f(x)e−jωxdx

= (jω)
∫ +∞

−∞
f(x)e−jωxdx = (jω)F (ω) ⇒ F

[
d1f(x)

dx1

]
= (jω)1F (ω)

Αν όταν ισχύει για n = k συνεπάγεται ότι ισχύει και για n = k + 1 , δηλαδή:

dkf(x)
dxk

F←→ (jω)kF (ω) ⇒ d(k+1)f(x)
dx(k+1)

F←→ (jω)(k+1)F (ω)

,τότε έχουµε δείξει τα δύο σκέλη της µεθόδου και η ιδιότητα ισχύει, πράγµατι :

F

[
d(k+1)f(x)

dx(k+1)

]
=
∫ +∞

−∞
f (k+1)(x)e−jωxdx =

∫ +∞

−∞

d
dx
fk(x)e−jωxdx

=
[
fk(x)e−jωx

]+∞
−∞
−
∫ +∞

−∞
fk(x)(−jω)e−jωxdx

= (jω)
∫ +∞

−∞
fk(x)e−jωxdx = (jω)(jω)kF (ω)

⇒ F

[
d(k+1)f(x)

dx(k+1)

]
= (jω)(k+1)F (ω)

⇒ F

[
d(n)f(x)

dx(n)

]
= (jω)(n)F (ω)

2.1.3 FT µερικών συναρτήσεων

Εδώ ϑα µετασχηµατίσουµε κάποιες συναρτήσεις µε τον κλασσικό µετασχηµατισµό Fourier.

1. FT της f(x) = δ(x):

Από την γνωστή ιδιότητα της δ(x):

δ(x)φ(x) = δ(x)φ(0)

,έχουµε:

F [δ(x)] =
∫ +∞

−∞
δ(x)e−jωxdx =

∫ +∞

−∞
δ(x)e−jω0dx =

∫ +∞

−∞
δ(x)dx = 1

⇒ F [δ(x)] = 1

2. FT της f(x) = 1:
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Κάνουµε την παρατήρηση ότι :

δ(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
ejωxdω =

1
2π

[∫ +∞

−∞
cos(ωx)dω + j

∫ +∞

−∞
sin(ωx)dω

]
=

⇒ δ(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
cos(ωx)dω

,όπου πήραµε τον αντίστροφο FT της δ(x), επίσης η sin(x) είναι περιττή συνάρτηση, έτσι :

F [1] =
∫ +∞

−∞
e−jωxdx =

∫ +∞

−∞
ej(−ω)xdx = 2πδ(−ω) = 2πδ(ω)

⇒ F [1] = 2πδ(ω)

3. FT της f(x) = ejω0x:

F
[
ejω0x

]
=
∫ +∞

−∞
ejω0xe−jωxdx =

∫ +∞

−∞
e−j(ω−ω0)xdx

⇒ F
[
ejω0x

]
= 2πδ(ω − ω0)

4. FT της f(x) = cos(ω0x) και της f(x) = sin(ω0x):

Είναι :

cos(ω0x) =
1
2
(
ejω0x + e−jω0x

)
, sin(ω0x) = −1

2
j
(
ejω0x − e−jω0x

)
,άρα έχουµε:

F [cos(ω0x)] =
1
2
{
F
[
ejω0x

]
+ F

[
e−jω0x

]}
=

1
2

[2πδ(ω − ω0) + 2πδ(ω + ω0)]

⇒ F [cos(ω0x)] = π [δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)]

,οµοίως :

F [sin(ω0x)] = −πj [δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0)]

2.2 Γενίκευση του τελεστή Fourier

Μέχρι τώρα µιλούσαµε λίγο πιο γενικά για συναρτήσεις. Εδώ ϐολεύει αντί µία οποιαδήποτε µεταβλητή x να
χρησιµοποιούµε την µεταβλητή t, (x→ t) και αντί την µεταβλητή ω την f, (ω → 2πf). Αυτό ϐολεύει τόσο στη
διαίσθηση όσο και στις πράξεις. Θα γενικεύσουµε τον τελεστή Fourier σύµφωνα µε την µέθοδο που αναπτύξαµε
στο πρώτο κεφάλαιο. Είναι γνωστό ότι οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή Fourier είναι :

Ψn(t) =

√ √
2

n!2n
Hn(
√

2πt)e−πt
2

,όπου:

Hn(t) = (−1)net
2 dn

dtn
[
e−t

2
]

, ∀ n ∈ N∗
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,είναι τα πολυώνυµα Hermite.
Και οι ιδιοτιµές του είναι λn = (−j)n = e−

nπ
2 . Οι ιδιοσυναρτήσεις αυτές αποτελούν πλήρες σύστηµα στο διάστη-

µα (−∞,+∞). ΄Ετσι για τον γενικευµένο πυρήνα του τελεστή Fourier έχουµε:

Kα(t, f) =
+∞∑
n=0

λαne
∗
n(t)en(f) =

+∞∑
n=0

λαnΨ∗n(t)Ψn(f)

=
+∞∑
n=0

((−j)n)α

√ √
2

n!2n
Hn(
√

2πt)e−πt
2

√ √
2

n!2n
Hn(
√

2πf)e−πf
2

=
√

2
+∞∑
n=0

e−jαπn/2
1

n!2n
Hn(
√

2πt)Hn(
√

2πf)e−π(t2+f2)

⇒ Kα(t, f) =
√

2

[
+∞∑
n=0

Hn(
√

2πt)Hn(
√

2πf)
n!2n

e−jan
]

e−π(t2+f2) , a = απ/2

Το άθροισµα τώρα µπορεί να εκφραστεί σε κλειστή µορφή µε την ϐοήθεια της σχέσεις Mehler η οποία ϑα
αποδειχτεί στα παραρτήµατα:

+∞∑
n=0

Hn(t)Hn(f)
n!2n

rn =
1√

1− r2
exp

[
2tfr − (t2 + f2)r2

1− r2

]
Για r = e−ja , t→

√
2πt και f →

√
2πf έχουµε:

+∞∑
n=0

Hn(
√

2πt)Hn(
√

2πf)
n!2n

e−jna =
1√

1− e−2ja
exp

[
2
√

2πt
√

2πfe−ja − ((
√

2πt)2 + (
√

2πf)2)e−2ja

1− e−2ja

]

⇒ Kα(t, f) =

√
2

1− e−2ja
exp

[
2
√

2πt
√

2πfe−ja − (2πt2 + 2πf2)e−2ja

1− e−2ja
− π(t2 + f2)

]

⇒ Kα(t, f) =

√
2

1− e−2ja
exp

[
2π

2tfe−ja

1− e−ja
− 2

(
e−2ja

1− e−2ja
+

1
2

)
π(t2 + f2)

]

Με την ϐοήθεια των παρακάτω σχέσεων:√
2

1− e−2ja
=

√
2

e−ja(eja − e−ja)
=

√
eja

j sin a
=

√
cos a+ j sin a

j sin a
=
√

1− j cot a

e−2ja

1− e−2ja
+

1
2

=
e−2ja

e−ja(eja − e−ja)
+

1
2

=
e−ja

j sin a
+

1
2

=
1
2

(
cos a− j sin a

j sin a
+ 1
)

= − j
2

cot a

2tfe−ja

1− e−2ja
=

2tfe−ja

e−ja(eja − e−ja)
=

tf

j sin a
= −jtf csc a

,έχουµε:

Kα(t, f) =
√

1− j cot a exp
[
−2πjtf csc a+ jπ(t2 + f2) cot a

]
⇒ Kα(t, f) =

√
1− j cot a exp

{
jπ
[
(t2 + f2) cot a− 2tf csc a

]}
Οπότε ο κλασµατικός µετασχηµατισµός Fourier είναι :

Fα[f(x)] =
√

1− j cot a
∫ +∞

−∞
f(x) exp

{
jπ
[
(x2 + f2) cot a− 2xf csc a

]}
dx
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2.2.1 Ιδιότητες του πυρήνα του FrFT

1.Συµµετρία:

Kα(t, f) = Kα(f, t)

Απόδειξη :

Kα(f, t) =
√

1− j cot a exp
{
jπ
[
(f2 + t2) cot a− 2ft csc a

]}
=
√

1− j cot a exp
{
jπ
[
(t2 + f2)cota− 2tf csc a

]}
= Kα(t, f)

2.Μιγαδικός συζυγής:

K−α(t, f) = Kα(t, f)

Απόδειξη :

K−α(t, f) =
√

1− j cot (−a) exp
{
jπ
[
(t2 + f2) cot (−a)− 2tf csc (−a)

]}
=
√

1 + j cot a exp
{
jπ
[
−(t2 + f2) cot a+ 2tf csc a

]}
και :

Kα(t, f) =
√

1− j cot a exp {jπ [(t2 + f2) cot a− 2tf csc a]}

=
√

1− j cot a exp {jπ [(t2 + f2) cot a− 2tf csc a]}

=
√

1− j cot a exp
{
−jπ

[
(t2 + f2) cot a− 2tf csc a

]}
=
√

1− j cot a exp
{
jπ
[
−(t2 + f2) cot a+ 2tf csc a

]}
,αλλά όπως δείξαµε και παραπάνω:

√
1− j cot a =

√
2

1− e−2ja

,άρα:

√
1− j cot a =

√
2

1− e−2ja
=

√
2

1− e−2ja
=

√
2

e−ja(eja − e−ja)
=

√
eja

j sin a

=

√
e−ja

−j sin a
=

√
cos a− j sin a
−j sin a

=
√
−1
j

cot a+ 1 =
√

1 + j cot a

3.Σηµειακή συµµετρία:

Kα(−t, f) = Kα(t,−f)

Απόδειξη :
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Kα(−t, f) =
√

1− j cot a exp
{
jπ
[
((−t)2 + f2) cot a− 2(−t)f csc a

]}
=
√

1− j cot a exp
{
jπ
[
(t2 + (−f)2) cot a− 2t(−f) csc a

]}
= Kα(t,−f)

4.Ορθογωνιότητα: ∫ +∞

−∞
Kα(t, f)Kα(t, f ′)dt = δ(f − f ′)

Απόδειξη : ∫ +∞

−∞
Kα(t, f)Kα(t, f ′)dt =

=
∫ +∞

−∞

√
1− j cot a exp

{
jπ
[
(t2 + f2) cot a− 2tf csc a

]}
·

·
√

1− j cot a exp {jπ [(t2 + f ′2) cot a− 2tf ′ csc a]}dt =

=
∫ +∞

−∞

√
1− j cot a exp

{
jπ
[
(t2 + f2) cot a− 2tf csc a

]}
·

·
√

1− j cot a exp {jπ [(t2 + f ′2) cot a− 2tf ′ csc a]}dt =

=
∫ +∞

−∞

√
1− j cot a exp

{
jπ
[
(t2 + f2) cot a− 2tf csc a

]}
·

·
√

1− j cot a exp
{
−jπ

[
(t2 + f ′2) cot a− 2tf ′ csc a

]}
dt =

,έχουµε δείξει ότι : √
1− j cot a =

√
1 + j cot a

,άρα: ∫ +∞

−∞
Kα(t, f)Kα(t, f ′)dt =

=
∫ +∞

−∞

√
(1− j cot a)(1 + j cot a) ·

· exp
{
jπ
[
(t2 + f2) cot a− 2tf csc a− (t2 + f ′2) cot a+ 2tf ′ csc a

]}
dt =

=
∫ +∞

−∞

√
1 + cot2 a ·

· exp
{
jπ
[
t2 cot a+ f2 cot a− 2tf csc a− t2 cot a− f ′2 cot a+ 2tf ′ csc a

]}
dt =

=
√

1 + cot2 a
∫ +∞

−∞
exp

{
jπ
[
(f2 − f ′2) cot a− 2t csc a(f − f ′)

]}
dt

=
√

1 + cot2 a exp
{
jπ
[
(f2 − f ′2) cot a

]} ∫ +∞

−∞
exp

{
jπ
[
−2t(f − f ′) csc a

]}
dt
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,αλλά έχουµε της παρακάτω σχέσεις (Η δεύτερη δείχτηκε παραπάνω):

√
1 + cot2 a =

√
1 +

cos2 a

sin2 a
=

√
sin2 a+ cos2 a

sin2 a
=

√
1

sin2 a
=

1
| sin a|

∫ +∞

−∞
e−jωtdt = 2πδ(ω)

,οπότε : ∫ +∞

−∞
Kα(t, f)Kα(t, f ′)dt =

=
1

| sin a|
exp

{
jπ
[
(f2 − f ′2) cot a

]}
2πδ(−j2π(f − f ′) csc a)

=
1

| sin a|
exp

{
jπ
[
(f2 − f ′2) cot a

]}
2π

1
| − j2π csc a|

δ(f − f ′)

,από την γνωστή ιδιότητα δ(at) = 1/|a|δ(t) . Επίσης 1/| sin a| = | csc a|, άρα:∫ +∞

−∞
Kα(t, f)Kα(t, f ′)dt =

=
1

| sin a|
exp

{
jπ
[
(f2 − f ′2) cot a

]}
2π

1
2π

1
| csc a|

δ(f − f ′)

= exp
{
jπ
[
(f2 − f ′2) cot a

]}
δ(f − f ′) = δ(f − f ′)

2.3 Εφαρµογή του FrFT

Θα δούµε τώρα µια µέθοδο που χρησιµοποιεί κάποια από αυτά που εξάγαµε παραπάνω. Πρόκειται για µια
µέθοδο που είναι σχετικά καινούρια. Μας ϐοηθάει να ελαττώσουµε την τάξη µιας διαφορικής εξίσωσης, πράγµα
που σηµαίνει ενδεχόµενη εύρεση µερικής λύσης. Το πεδίο των διαφορικών εξισώσεων, είναι ένα πεδίο, που
δύσκολα κανείς ϐρίσκει γενικές µεθόδους, που να λύνουν µεγάλο πλήθος εξισώσεων. ΄Ετσι και σε αυτήν την
µέθοδο µόνο σε λίγες περιπτώσεις έχουµε αποτελέσµατα. Ειδικότερα όταν πρόκειται για διαφορικές εξισώσεις
πολύ µεγάλης τάξης (πάνω από τέταρτη), το πρόβληµα γίνεται πολύ δύσκολο.

Θα δηµιουργήσουµε έναν καινούριο τελεστή για την εφαρµογή µας. Τον FαLF−α. Το L ονοµάζεται ιδ-
ιοφάση του τελεστή αυτού αν ισχύει :

FαLF−α = λL , λ ∈ C

Το λ ονοµάζεται ιδιοτιµή της ιδιοφάσης. Για παράδειγµα οι τελεστές g− = x+ ∂
∂x = x+D και g+ = x− ∂

∂x =
x−D είναι ιδιοφάσης του τελεστή FαLF−α, µε ιδιοτιµές e−iα και e+iα αντίστοιχα, αφού ισχύουν:

Fαg−F−α = e−iαg− Fαg+F−α = eiαg+

D-dominant παράσταση και Leading παράσταση:

Ονοµάζουµε D-dominant παράσταση την εξής έκφραση:

L = p0(x)Dn + p1(x)Dn−1 + · · · , pk(x) ∈ C[x] , p0(x) 6= 0
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Με:

k = 0, 1, . . . , n , degpk(x) ≤ k , D =
∂

∂x

∆ηλαδή ο µέγιστος ϐαθµός κάθε πολυωνύµου pk είναι όσο και η τάξη του τελεστή D στον οποίο πολλαπλασιάζε-
ται µείον το k. Γενικά το pk είναι :

pk(x) = ak,kx
k + ak,k−1x

k−1 + ak,k−2x
k−2 + · · · , ak,k, ak,k−1, ak,k−2, . . . 6= 0

Στην ειδική περίπτωση όπου για κάθε πολυώνυµο pk ισχύει ak,k 6= 0 και ak,k−1, ak,k−2, . . . = 0 η έκφραση
ονοµάζεται Leading παράσταση. Συµβολίζεται ως :

L0 = a0D
n + a1xD

n−1 + a2x
2Dn−2 + · · ·

Επίσης ορίζουµε και µία συνάρτηση η οποία ονοµάζεται Leading symbol:

ζ(x, p) = a0(ip)n + a1x(ip)n−1 + a2x
2(ip)n−2 + · · ·

Η µέθοδος ασχολείται µε διαφορικές εξισώσεις που ο τελεστής της εξίσωσης είναι Leading παράσταση.

παράδειγµα:

u(x)xxxx + 4x2u(x)xx + 3x4u(x) = 0 ⇒ (D4 + 4x2D2 + 3x4)u(x) = 0 ⇒ L0u(x) = 0

Και το αντίστοιχο Leading symbol:

ζ(x, p) = (ip)4 + 4x2(ip)2 + 3x4 = p4 + 3x4 − 4x2p2

Η διαδικασία που ακολουθούµε είναι η εξής.

Βρίσκουµε την Leading παράσταση της διαφορικής εξίσωσης. Αν δεν έχει, δεν µπορούµε να εφαρµόσουµε
την µέθοδο. ΄Επειτα εφαρµόζουµε των τελεστή FαL0F−α στην εξίσωση και προσπαθούµε µε κατάλληλο α να
ϱίξουµε την τάξη του L0 , έτσι και την τάξη της εξίσωσης. Τα κατάλληλα α είναι οι ϱίζες του Leading symbol για
x = sinα και p = cosα.

Για παράδειγµα για την διαφορική εξίσωση uxx(x) + x2u(x) = 0 , έχουµε:

L0 = D2 + x2 ⇒ L = FαL0F−α

⇒ L = (x cosα+ p sinα)2 − (−x sinα+ p cosα)2

Στις πράξεις πρέπει να προσέχουµε την σειρά διότι τα x και p = −i ∂∂x είναι τελεστές και όχι µεταβλητές :

L = x2 cos2 α+ xp cosα sinα+ px cosα sinα+ p2 sin2 α−
− (−x2 sinα− xp cosα sinα− px cosα sinα+ p2 cosα) =

= x2(cos2 α− sin2 α) + p2(sin2 α− cos2 α)+
+ 4 cosα sinαxp+ 2 cosα sinαpx− 2 cosα sinαxp =
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= cos(2α)x2 − cos(2α)p2 + 2 sin(2α)xp− i sin(2α)

΄Οπου κάναµε χρήση του µεταθέτη [p, x] = −i. Για τα κατάλληλα α έχουµε:

ζ(x, p) = (ip)2 + x2 = x2 − p2 ⇒ ζ(cosα, sinα) = cos2 α− sin2 α = 0

⇒ cosα = ± sinα ⇒ α =
π

4
+
kπ

2
, k ∈ Z

Οπότε :

L = 2xp− i = −2ix
∂

∂x
− i = −2ixD − i

Lu(x) = 0 ⇒ −2ixux(x)− iu(x) = 0 ⇒ 2xux(x) + u(x) = 0

Της οποίας η λύση δίνεται µε την ϐοήθεια των συναρτήσεων Bessel και συνάµα αποτελεί ειδική λύση της
uxx(x) + x2u(x) = 0 .

u(x) = c
√
|x|J−1/4

(
x2

2

)
, c ∈ R

Η κύρια δυσκολία είναι ο υπολογισµός του FαL0F−α και για αυτόν το λόγο για µεγάλες τάξεις το πρόβληµα
γίνεται περίπλοκο. Επίσης παρουσιάζονται δύσκολες τριγωνοµετρικές εξισώσεις.



Κεφάλαιο 3

Γενικευµένος τελεστής Hartley

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε τον τελεστή Hartley. Θα εξάγουµε τον γενικευµένο πυρήνα αυτού,
ϐρίσκοντας την σχέση που έχει µε τον γενικευµένο πυρήνα του FT. Γενικά ο µετασχηµατισµός Hartley (HT) και
ο FT σχετίζονται ιδιαίτερα. Θα τα δούµε όλα αυτά ξεκινώντας µε τον κλασσικό ορισµό.

3.1 Κλασσικός τελεστής Hartley

3.1.1 Ορισµός

Η δράση του τελεστή Hartley πάνω σε µία συνάρτηση είναι :

H · f 7→
∫ +∞

−∞
f(x)(cosωx+ sinωx)dx

και συµβολίζεται µε την µορφή:

H[f(x)] =
∫ +∞

−∞
f(x)(cosωx+ sinωx)dx = H(ω)

Ορίζοντας την συνάρτηση cas(x) = sinx+ cosx έχουµε:

H[f(x)] =
∫ +∞

−∞
f(x)cas(ωx)dx

΄Η από την ταυτότητα
√

2 cos(x− π
4 ) = sinx+ cosx :

H[f(x)] =
√

2
∫ +∞

−∞
f(x) cos(ωx− π

4
)dx

3.1.2 Ιδιότητες του HT

Για τον HT ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες :

1.Γραµµικότητα

Αν υποθέτουµε για τις συναρτήσεις fi(x) ότι :

fi(x) H←→ Hi(ω) ,∀ i ∈ N

,τότε ισχύει :

n∑
i=1

cifi(x) H←→
n∑
i=1

ciHi(ω) ≡ H(ω) , n ∈ N
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Απόδειξη :

Ο FT του αθροίσµατος είναι :

H(ω) =
∫ +∞

−∞

n∑
i=1

cifi(x) cas(x)dx =
n∑
i=1

ci

∫ +∞

−∞
fi(x) cas(x)dx ⇒ H(ω) =

n∑
i=1

ciHi(ω)

⇒ F

[
n∑
i=1

cifi(x)

]
=

n∑
i=1

ciHi(ω)

όπου:

Hi(ω) =
∫ +∞

−∞
fi(x) cas(x)dx

2.Κλιµάκωση στο χρόνο:

Αν υποθέτουµε για τη συνάρτηση f(x) ότι :

f(x) H←→ H(ω)

,τότε ισχύει :

f(ax) H←→ 1
|a|
H
(ω
a

)
,∀ a ∈ R− {0}

Απόδειξη :

Θα µελετήσουµε ξεχωριστά τις περιπτώσεις για a < 0 και a > 0 . Θέτοντας t = ax για a > 0 ϑα
έχουµε:

H[f(ax)] =
∫ +∞

−∞
f(ax)cas(x)dx =

1
a

∫ +∞

−∞
f(t)cas

(ω
a
t
)

dt =
1
a
H
(ω
a

)
Για a < 0 γίνονται όλα ανάλογα µε την διαφορά ότι τα όρια αλλάζουν, διότι για x → +∞ έχουµε t → −∞
και για x→ −∞ έχουµε t→ +∞ , οπότε :

H[f(ax)] =
∫ +∞

−∞
f(ax)cas(x)dx =

1
a

∫ −∞
+∞

f(t)cas
(ω
a
t
)

dt

= −
∫ +∞

−∞
f(t)cas

(ω
a
t
)

dt = −1
a
H
(ω
a

)
Συνενώνοντας σε έναν τύπο έχουµε:

H[f(ax)] =
1
|a|
H
(ω
a

)

3.Ολίσθηση στο χρόνο

Αν υποθέτουµε για τη συναρτήση f(t) ότι :

f(t) H←→ H(ω)

,τότε ισχύει :

f(t− t0) H←→ cos(ωt0)H(ω) + sin(ωt0)H(−ω)
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Απόδειξη :

Με την µέθοδο αλλαγής µεταβλητών έχουµε:

t− t0 = x ⇒ t = x+ t0 ⇒ dt = dx

,έτσι ο HT της f(t− t0) ϑα είναι :

∫ +∞

−∞
f(t− t0)cas(ωt)dt =

∫ +∞

−∞
f(x)cas(ωx+ ωt0)dx =

=
∫ +∞

−∞
f(x)[sin(ωx+ ωt0) + cos((ωx+ ωt0)]dx =

=
∫ +∞

−∞
f(x)[sin(ωx) cos(ωt0) + cos(ωx) sin(ωx) + cos(ωx) cos(ωt0)− sin(ωx) sin(ωt0)]dx

=
∫ +∞

−∞
f(x) cos(ωt0)[cos(ωx) + sin(ωx)]dx+

∫ +∞

−∞
f(x) sin(ωt0)[cos(ωx)− sin(ωx)]dx

= cos(ωt0)
∫ +∞

−∞
f(x)[sin(ωx) + cos(ωx)]dx+ sin(ωt0)

∫ +∞

−∞
f(x)[sin(−ωx) + cos(−ωx)]dx

= cos(ωt0)
∫ +∞

−∞
f(x)cas(ωx)dx+ sin(ωt0)

∫ +∞

−∞
f(x)cas(−ωx)dx

= cos(ωt0)H(ω) + sin(ωt0)H(−ω)

3.1.3 Σχέση µε τον FT

Θα αναπτύξουµε πρώτα µια σχέση µεταξύ του HT και του FT που ισχύει µόνο για πραγµατικές συναρτήσεις.
Θεωρούµε µια πραγµατική συνάρτηση f(x) και τον HT της H(ω). Το H(ω) είναι και αυτό µια πραγµατική
συνάρτηση εφόσον στον HT δεν εισάγεται πουθενά η µιγαδική µονάδα. Οπότε ηH(ω) µπορεί πάντα να αναλυθεί
σε ένα άρτιο και ένα περιττό µέλος :

H(ω) =
1
2
H(ω) +

1
2
H(ω) +

1
2
H(−ω)− 1

2
H(−ω)

=
H(ω) +H(−ω)

2
+
H(ω)−H(−ω)

2
= He(ω) +Ho(ω)

Το He(ω) είναι µια άρτια συνάρτηση:

He(−ω) =
H(−ω) +H(−(−ω))

2
=
H(ω) +H(−ω)

2
= He(ω)

Το Ho(ω) είναι µια περιττή συνάρτηση:

Ho(−ω) =
H(−ω)−H(−(−ω))

2
= −H(ω)−H(−ω)

2
= −Ho(ω)

Παρατηρούµε ότι :

He(ω) =
1
2
H(ω) +

1
2
H(−ω) =



32 Γενικευµένος τελεστής Hartley

=
1
2

∫ +∞

−∞
f(x)(cosωx+ sinωx)dx+

1
2

∫ +∞

−∞
f(x)(cos(−ωx) + sin(−ωx))dx

=
1
2

∫ +∞

−∞
f(x)[cosωx+ sinωx+ cosωx− sinωx]dx =

∫ +∞

−∞
f(x) cosωxdx

⇒ He(ω) = Re[F (ω)]

Επίσης :

Ho(ω) =
1
2
H(ω)− 1

2
H(−ω) =

=
1
2

∫ +∞

−∞
f(x)(cosωx+ sinωx)dx− 1

2

∫ +∞

−∞
f(x)(cos(−ωx) + sin(−ωx))dx

=
1
2

∫ +∞

−∞
f(x)[cosωx+ sinωx− cosωx+ sinωx]dx =

∫ +∞

−∞
f(x) sinωxdx

⇒ Ho(ω) = −Im[F (ω)]

΄Ετσι έχουµε τις δύο παρακάτω σχέσεις που συνδέουν τον HT µε τον FT:

F (ω) = He(ω) + jHo(ω)

H(ω) = Re[F (ω)]− Im[F (ω)]

Αυτές οι σχέσεις είναι πολύ χρήσιµες για τον υπολογισµό µετασχηµατισµών Fourier και Hartley για πραγµατικές
συναρτήσεις όταν γνωρίζουµε τον πρώτο ή τον δεύτερο. ΄Η όταν κάποιος από τους δύο υπολογίζεται ευκολότερα
γρήγορα µπορούµε να εξάγουµε τον άλλον. Θα δείξουµε τώρα την γενική σχέσει που συνδέει τους δύο µετασχη-
µατισµούς, που ισχύει και για µιγαδικές συναρτήσεις.

H(ω) =
1 + j

2
F (ω) +

1− j
2

F (−ω)

Απόδειξη :

Ισχύει :

F (ω) =
∫ ∞
−∞

f(x)e−jωxdx =
∫ ∞
−∞

f(x)(cos(−ωx) + j sin(−ωx))dx

=
∫ ∞
−∞

f(x)(cos(ωx)− j sin(ωx))dx =
∫ ∞
−∞

f(x) cos(ωx)dx− j
∫ ∞
−∞

f(x) sin(ωx)dx

΄Εχουµε:

1 + j

2
F (ω) +

1− j
2

F (−ω) =
1
2
F (ω) +

1
2
F (−ω) +

j

2
F (ω)− j

2
F (−ω) =
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=
1
2

∫ ∞
−∞

f(x) cos(ωx)dx− 1
2
j

∫ ∞
−∞

f(x) sin(ωx)dx+

+
1
2

∫ ∞
−∞

f(x) cos(−ωx)dx− 1
2
j

∫ ∞
−∞

f(x) sin(−ωx)dx+

+
1
2
j

∫ ∞
−∞

f(x) cos(ωx)dx− 1
2
jj

∫ ∞
−∞

f(x) sin(ωx)dx−

− 1
2
j

∫ ∞
−∞

f(x) cos(−ωx)dx+
1
2
jj

∫ ∞
−∞

f(x) sin(−ωx)dx =

=
1
2

∫ ∞
−∞

f(x) cos(ωx)dx− 1
2
j

∫ ∞
−∞

f(x) sin(ωx)dx+

+
1
2

∫ ∞
−∞

f(x) cos(ωx)dx+
1
2
j

∫ ∞
−∞

f(x) sin(ωx)dx+

+
1
2
j

∫ ∞
−∞

f(x) cos(ωx)dx+
1
2

∫ ∞
−∞

f(x) sin(ωx)dx−

− 1
2
j

∫ ∞
−∞

f(x) cos(ωx)dx+
1
2

∫ ∞
−∞

f(x) sin(ωx)dx =

=
∫ ∞
−∞

f(x) cos(ωx)dx+
∫ ∞
−∞

f(x) sin(ωx)dx =
∫ ∞
−∞

f(x)cas(ωx)dx = H(ω)

3.2 Γενίκευση του τελεστή Hartley

Θα γενικεύσουµε τον τελεστή Hartley µε την µέθοδο που αναπτύξαµε στο πρώτο κεφάλαιο, που κάνει χρήση των
ιδιοσυναρτήσεων και των ιδιοτιµών του τελεστή. ∆εν ϑα είναι σαν το προηγούµενο κεφάλαιο, καθώς δεν είναι
αναγκαίο να κάνουµε την διαδικασία από την αρχή. Στο ενδιάµεσο µπορούµε να συνδέσουµε τον γενικευµένο
τελεστή Hartley και τον γενικευµένο τελεστή Fourier. Αυτό είναι δυνατόν διότι οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή
Hartley είναι ίδιες µε αυτές του τελεστή Fourier, και είναι :

Ψn(x) = Hn(
√

2πx)e−πx
2

=

√
e−jn

π
2

2n(n)!
√
π

e−πx
2
Hn(x)

,όπου ϐεβαίως Hn(x) είναι τα πολυώνυµα Hermite. Οι ιδιοτιµές όµως του τελεστή Hartley διαφέρουν και είναι :

λn =
{

e−jn
π
2 , n = 2k

e−j(n−1)π
2 , n = 2k + 1 ∀ k ∈ N∗

Ο πυρήνας του γενικευµένου τελεστή Hartley ϑα είναι :

KH
α (x, f) =

+∞∑
n=0

λαnΨ∗n(x)Ψn(f) =
+∞∑
n=0

λαnΨn(x)Ψn(f)

=
+∞∑
n=0

λαn

√
e−jn

π
2

2n(n)!
√
π

e−πx
2
Hn(x)

√
e−jn

π
2

2n(n)!
√
π

e−πf
2
Hn(f)

=
+∞∑
n=0

λαn
e−jn

π
2

2n(n)!
√
π
Hn(x)Hn(f)e−π(x2+f2)

Θα χωρίσουµε το αθροίσµατα εισάγοντας δύο συναρτήσεις, από τις οποίες η µία είναι άρτια και η άλλη περιττή :



34 Γενικευµένος τελεστής Hartley

E(x, f) =
+∞∑
n=0

e−jn
π
2

22n(2n)!
√
π
H2n(x)H2n(f)

O(x, f) =
+∞∑
n=0

e−jn
π
2

22n+1(2n+ 1)!
√
π
H2n+1(x)H2n+1(f)

,όπου η E(x, f) είναι η άρτια (even) και η O(x, f) είναι η περιττή (odd). Για να το δείξουµε αυτό ϑα χρειαστούµε
την παρακάτω ιδιότητα των πολυωνύµων Hermite (αποδεικνύεται στα παραρτήµατα):

Hn(−x) =
{
Hn(x) , n = 2k
−Hn(x) , n = 2k + 1 ∀ k ∈ N∗

΄Ετσι έχουµε:

E(−x, f) =
+∞∑
n=0

e−jn
π
2

22n(2n)!
√
π
H2n(−x)H2n(f) =

+∞∑
n=0

e−jn
π
2

22n(2n)!
√
π
H2n(x)H2n(f) = E(x, f)

E(x,−f) =
+∞∑
n=0

e−jn
π
2

22n(2n)!
√
π
H2n(x)H2n(−f) =

+∞∑
n=0

e−jn
π
2

22n(2n)!
√
π
H2n(x)H2n(f) = E(x, f)

O(−x, f) =
+∞∑
n=0

e−jn
π
2

22n+1(2n+ 1)!
√
π
H2n+1(−x)H2n+1(f) =

= −
+∞∑
n=0

e−jn
π
2

22n+1(2n+ 1)!
√
π
H2n+1(x)H2n+1(f) = −O(x, f)

O(x,−f) =
+∞∑
n=0

e−jn
π
2

22n+1(2n+ 1)!
√
π
H2n+1(x)H2n+1(−f) =

= −
+∞∑
n=0

e−jn
π
2

22n+1(2n+ 1)!
√
π
H2n+1(x)H2n+1(f) = −O(x, f)

Οπότε ο γενικευµένος πυρήνας Hartley και ο γενικευµένος πυρήνας Fourier γράφονται ως εξής :

KH
α (x, f) = [E(x, f) +O(x, f)]e−π(x2+f2)

KF
α (x, f) = [E(x, f) + e−j

απ
2 O(x, f)]e−π(x2+f2)

΄Εχοντας όλες αυτές της σχέσεις, µπορούµε εύκολα να συνδέσουµε τους δύο πυρήνες µε µία σχέση. Η σχέση
αυτή είναι :

KH
α (x, f) =

1 + ej
απ
2

2
KF
α (x, f) +

1− ej
απ
2

2
KF
α (x,−f)

Απόδειξη :

1 + ej
απ
2

2
KF
α (x, f) +

1− ej
απ
2

2
KF
α (x,−f) =

=
1
2
KF
α (x, f) +

1
2

ej
απ
2 KF

α (x, f) +
1
2
KF
α (x,−f)− 1

2
ej

απ
2 KF

α (x,−f) =
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=
1
2

[E(x, f) + e−j
απ
2 O(x, f)]e−π(x2+f2) +

1
2

ej
απ
2 [E(x, f) + e−j

απ
2 O(x, f)]e−π(x2+f2)+

+
1
2

[E(x, f) + e−j
απ
2 O(x,−f)]e−π(x2+(−f)2) − 1

2
ej

απ
2 [E(x, f) + e−j

απ
2 O(x, f)]e−π(x2+(−f)2) =

= e−π(x2+f2)[
1
2
E(x, f) +

1
2

e−j
απ
2 O(x, f)

1
2

ej
απ
2 E(x, f)+

+
1
2
O(x, f) +

1
2
E(x, f)− 1

2
e−j

απ
2 O(x, f)− 1

2
e−j

απ
2 E(x, f) +

1
2
O(x, f)] =

= e−π(x2+f2)[E(x, f) +O(x, f)] = KH
α (x, f)

Χρησιµοποιώντας την αναλυτική έκφραση:

KF
α (x, f) =

√
1− j cot a exp

{
jπ
[
(x2 + f2) cot a− 2xf csc a

]}
΄Εχουµε:

KH
α (x, f) =

1
2

√
1− j cot a exp

{
jπ
[
(x2 + f2) cot a− 2xf csc a

]}
+

+
1
2

ej
απ
2

√
1− j cot a exp

{
jπ
[
(x2 + f2) cot a− 2xf csc a

]}
+

+
1
2

√
1− j cot a exp

{
jπ
[
(x2 + f2) cot a+ 2xf csc a

]}
−

− 1
2

ej
απ
2

√
1− j cot a exp

{
jπ
[
(x2 + f2) cot a+ 2xf csc a

]}
=

=
1
2

√
1− j cot a exp

{
jπ(x2 + f2) cot a

}
·

· {exp(−2πjxf csc a) + ej
απ
2 exp(−2πjxf csc a)+

+ exp(2πjxf csc a)− ej
απ
2 exp(2πjxf csc a)} =

=
1
2

√
1− j cot a exp

{
jπ(x2 + f2) cot a

}
·

· {cos(−2πxf csc a) + j sin(−2πxf csc a) + cos(2πxf csc a) + j sin(2πxf csc a)+

+ ej
απ
2 [cos(−2πxf csc a) + j sin(−2πxf csc a)− cos(2πxf csc a)− j sin(2πxf csc a)]}

⇒ KH
α (x, f) =

√
1− j cot a

2
exp

{
jπ(x2 + f2) cot a

}
·

·
[
2 cos(2πxf csc a)− ej

απ
2 {2j sin(2πxf csc a)}

]
Οπότε ο κλασµατικός µετασχηµατισµός Hartley είναι :

Hα[f(x)] =
√

1− j cot a
2

∫ +∞

−∞
exp

{
jπ(x2 + f2) cot a

}
·

·
[
2 cos(2πxf csc a)− ej

απ
2 {2j sin(2πxf csc a)}

]
f(x)dx
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Κεφάλαιο 4

Γενικευµένοι τελεστές cosine Fourier και
sine Fourier

Εδώ ϑα δούµε την γενίκευση τον τελεστών cosine Fourier FrFcT και sine Fourier FrFsT . Η γενίκευση δεν
ϑα γίνει µε την µέθοδο που είδαµε στα προηγούµενα. Θα ϕανεί λίγο αυθαίρετη στην αρχή, αλλά ϑα δούµε ότι
ικανοποιεί τις τέσσερις ιδιότητες που είναι ικανές και αναγκαίες κάθε γενικευµένου τελεστή. Θα ξεκινήσουµε µε
τους κλασσικούς ορισµούς και κάποιες ιδιότητες.

4.1 Ορισµοί

Η δράση του τελεστή cosine Fourier πάνω σε µία συνάρτηση είναι :

Fc · f 7→
∫ +∞

0
f(x) cos(ωx)dx

και συµβολίζεται µε την µορφή:

Fc[f(x)] =
∫ +∞

0
f(x) cos(ωx)dx = Fc(ω)

Και η δράση του τελεστή sine Fourier πάνω σε µία συνάρτηση είναι :

Fs · f 7→
∫ +∞

0
f(x) sin(ωx)dx

και συµβολίζεται µε την µορφή:

Fs[f(x)] =
∫ +∞

0
f(x) sin(ωx)dx = Fs(ω)

4.1.1 Ιδιότητες των FcT και FsT

Για τους FcT και FsT ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες :

1.Γραµµικότητα

Αν υποθέτουµε για τις συναρτήσεις fi(x) ότι :

fi(x) Fc←→ Fci(ω) , ∀ i ∈ N

,τότε ισχύει :
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n∑
i=1

cifi(x) Fc←→
n∑
i=1

ciFci(ω) ≡ Fc(ω) , n ∈ N

Απόδειξη :

Ο FT του αθροίσµατος είναι :

Fc(ω) =
∫ +∞

0

n∑
i=1

cifi(x) cos(x)dx =
n∑
i=1

ci

∫ +∞

0
fi(x) cos(x)dx ⇒ Fc(ω) =

n∑
i=1

ciFci(ω)

⇒ Fc

[
n∑
i=1

cifi(x)

]
=

n∑
i=1

ciFci(ω)

όπου:

Fci(ω) =
∫ +∞

0
fi(x) cos(x)dx

Οµοίως για τον FsT έχουµε:

⇒ Fs

[
n∑
i=1

cifi(x)

]
=

n∑
i=1

ciFsi(ω)

2.Κλιµάκωση στο χρόνο

Αν υποθέτουµε για τη συνάρτηση f(x) ότι :

f(x) Fc←→ Fc(ω)

και :

f(x) Fs←→ Fs(ω)

,τότε ισχύει :

Fc/s[f(ax)] =
1
a
Fc/s(

ω

a
), a ∈ R > 0

Απόδειξη :

Fc[f(ax)] =
∫ +∞

0
f(ax) cos(ωx)dx =

1
a

∫ +∞

0
f(t) cos(

ω

a
t)dt

⇒ Fc[f(ax)] =
1
a
Fc(

ω

a
)

Οµοίως δείχνουµε και την περίπτωση του FsT.

3.Ολίσθηση στη συχνότητα

Αν ω0 µία πραγµατική σταθερά, τότε ισχύουν :

Fc[f(x) cos(ω0x)] =
1
2

[Fc(ω + ω0) + Fc(ω − ω0)]



4.1 Ορισµοί 39

Fs[f(x) cos(ω0x)] =
1
2

[Fs(ω + ω0) + Fs(ω − ω0)]

Fc[f(x) sin(ω0x)] =
1
2

[Fc(ω + ω0)− Fc(ω − ω0)]

Fs[f(x) sin(ω0x)] =
1
2

[Fs(ω + ω0)− Fs(ω − ω0)]

Απόδειξη :

΄Εχουµε τις εξής σχέσεις :

Fc[f(x) cos(ω0x)] =
∫ +∞

0
f(x) cos(ωx) cos(ω0x)dx

=
∫ +∞

0
f(x)[cos(ωx+ ω0x) + sin(ωx) sin(ω0x)]dx

=
∫ +∞

0
f(x) cos(ωx+ ω0x)dx+

∫ +∞

0
f(x) sin(ωx) sin(ω0x)dx

⇒ Fc[f(x) cos(ω0x)] = Fc(ω + ω0) + Fs[f(x) sin(ω0x)]

Αφού ισχύει cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b. Επίσης ισχύουν και οι εξής τριγωνοµετρικές ταυτότητες :

cos(a− b) = cos a cos b+ sin a sin b

sin(a+ b) = cos a sin b+ sin a cos b

sin(a− b) = cos a sin b− sin a cos b

Οπότε παρόµοια µπορούµε να εξάγουµε τα παρακάτω:

Fc[f(x) cos(ω0x)] = Fc(ω − ω0)−Fs[f(x) sin(ω0x)]

Fc[f(x) sin(ω0x)] = Fs(ω + ω0)−Fs[f(x) cos(ω0x)]

Fc[f(x) sin(ω0x)] = Fs(ω − ω0) + Fs[f(x) cos(ω0x)]

Fs[f(x) cos(ω0x)] = Fs(ω + ω0)−Fc[f(x) sin(ω0x)]

Fs[f(x) cos(ω0x)] = −Fs(ω − ω0) + Fc[f(x) sin(ω0x)]

Fs[f(x) sin(ω0x)] = −Fc(ω + ω0) + Fc[f(x) cos(ω0x)]

Fs[f(x) sin(ω0x)] = Fc(ω − ω0)−Fc[f(x) cos(ω0x)]

Λύνοντας το παραπάνω σύστηµα, έχουµε τα Ϲητούµενα.

4.1.2 Σχέσει µε τον FT

Για συναρτήσεις που ορίζονται στο διάστηµα [0,∞) αποδεικνύονται οι δύο παρακάτω σχέσεις που συνδέουν
τους FcT και FsT µε τον FT:

Fc[f(x)] = F
[
f(x) + f(−x)

2

]
Fs[f(x)] = F

[
−f(x)− f(−x)

2j

]
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Απόδειξη 1:

F
[
f(x) + f(−x)

2

]
=
∫ +∞

0

f(x) + f(−x)
2

e−jωxdx =

=
1
2

∫ +∞

0
f(x)e−jωxdx+

1
2

∫ +∞

0
f(−x)e−jωxdx =

=
1
2

∫ +∞

0
f(x) cos(−ωx)dx+ j

1
2

∫ +∞

0
f(x) sin(−ωx)dx− 1

2

∫ +∞

0
f(−x)e−jωxd(−x)

=
1
2

∫ +∞

0
f(x) cos(ωx)dx− j

2

∫ +∞

0
f(x) sin(ωx)dx− 1

2

∫ 0

∞
f(x0)ejωx0dx0

=
1
2

∫ +∞

0
f(x) cos(ωx)dx− j

2

∫ ∞
0

f(x) sin(ωx)dx+
1
2

∫ ∞
0

f(x0)ejωx0dx0

=
1
2

∫ +∞

0
f(x) cos(ωx)dx− j 1

2

∫ ∞
0

f(x) sin(ωx)dx+

+
1
2

∫ +∞

0
f(x) cos(ωx)dx+ j

1
2

∫ ∞
0

f(x) sin(ωx)dx =

=
∫ +∞

0
f(x) cos(ωx)dx = Fc[f(x)]

Απόδειξη 2:

F
[
−f(x)− f(−x)

2j

]
=
∫ +∞

0

(
−f(x)− f(−x)

2j

)
e−jωxdx =

= − 1
2j

∫ +∞

0
f(x)e−jωxdx+

1
2j

∫ +∞

0
f(−x)e−jωxdx =

= − 1
2j

∫ +∞

0
f(x) cos(−ωx)dx− j 1

2j

∫ +∞

0
f(x) sin(−ωx)dx− 1

2j

∫ +∞

0
f(−x)e−jωxd(−x)

= − 1
2j

∫ +∞

0
f(x) cos(ωx)dx+

1
2

∫ +∞

0
f(x) sin(ωx)dx− 1

2j

∫ 0

∞
f(x0)ejωx0dx0

= − 1
2j

∫ +∞

0
f(x) cos(ωx)dx+

1
2

∫ +∞

0
f(x) sin(ωx)dx+

1
2j

∫ ∞
0

f(x0)ejωx0dx0

= − 1
2j

∫ +∞

0
f(x) cos(ωx)dx+

1
2

∫ +∞

0
f(x) sin(ωx)dx+

+
1
2j

∫ ∞
0

f(x) cos(ωx)dx+
1
2

∫ +∞

0
f(x) sin(ωx)dx =

=
∫ +∞

0
f(x) sin(ωx)dx = Fs[f(x)]
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4.2 Γενίκευση των τελεστών cosine Fourier και sine Fourier

Οι γενικευµένοι τελεστές cosine Fourier και sine Fourier είναι :

Fαc [f(x)] = Fα
[
f(x) + f(−x)

2α

]

Fαs [f(x)] = Fα
[
f(x)− f(−x)

(−2j)α

]
Απόδειξη 1:

Για α = 0:

F0
c [f(x)] = F0

[
f(x) + f(−x)

20

]
= f(x)− f(−x)

Αλλά για x < 0 είναι f(x) = 0, άρα:

F0
c [f(x)] = f(x)

Για α = 1:

F1
c [f(x)] = F1

[
f(x) + f(−x)

21

]
= F

[
f(x) + f(−x)

2

]
Που ισχύει όπως δείξαµε και πριν.

Για α = β + γ:

Fβ+γ
c [f(x)] = Fβ+γ

[
f(x) + f(−x)

2β+γ

]
=

Αλλά στον Fourier ισχύουν :

Fβ+γ
c = Fβc Fγc = Fγc Fβc

Οπότε :

Fβ+γ
c [f(x)] = Fβc Fγc

[
f(x) + f(−x)

2β2γ

]
=

1
2β
Fβc

1
2γ
Fγc [f(x) + f(−x)]

=
1
2γ
Fγc

1
2β
Fβc [f(x) + f(−x)] = Fγc Fβc

[
f(x) + f(−x)

2β2γ

]

Απόδειξη 2:

Για α = 0:

F0
s [f(x)] = F0

[
f(x)− f(−x)

(−2j)0

]
= f(x)− f(−x)

Αλλά όπως και πριν, για x < 0 είναι f(x) = 0, άρα:

F0
s [f(x)] = f(x)
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Για α = 1:

F1
s [f(x)] = F1

[
f(x)− f(−x)

(−2j)1

]
= F

[
−f(x)− f(−x)

2j

]
Που ισχύει όπως δείξαµε και πριν.

Για α = β + γ:

Fβ+γ
s [f(x)] = Fβ+γ

[
f(x)− f(−x)

(−2j)β+γ

]
= Fβs Fγs

[
f(x)− f(−x)
(−2j)β(−2j)γ

]
=

1
(−2j)β

Fβs
1

(−2j)γ
Fγs [f(x)− f(−x)]

=
1

(−2j)γ
Fγs

1
(−2j)β

Fβs [f(x)− f(−x)] = Fγs Fβs
[
f(x) + f(−x)
(−2j)β(−2j)γ

]

Χρησιµοποιώντας την αναλυτική έκφραση του πυρήνα Fourier έχουµε:

Fc[f(x)] =
∫ ∞
−∞

√
1− j cot a exp

{
jπ
[
(x2 + f2) cot a− 2xf csc a

]} f(x) + f(−x)
2α

dx

Και :

Fs[f(x)] =
∫ ∞
−∞

√
1− j cot a exp

{
jπ
[
(x2 + f2) cot a− 2xf csc a

]} f(x)− f(−x)
(−2j)α

dx

Πρέπει να αποφεύγουµε την σύγχυση µεταξύ των a και α, που µπορεί να γίνει εύκολα.



Κεφάλαιο 5

Γενικευµένοι τελεστές σε n-D

Θα εξετάσουµε τώρα όλες της προηγούµενες περιπτώσεις γενικευµένων τελεστών ή κλασµατικών µετασχηµα-
τισµών για περισσότερες διαστάσεις. Οι επεκτάσεις αυτές είναι εννοιολογικά εύκολες, καθώς υπάρχει αντιστοιχία
µε τις κλασσικές περιπτώσεις. Το µόνο αρνητικό είναι το µέγεθος των εκφράσεων που προκύπτουν, το οποίο από
την κλασσική περίπτωση κιόλας είναι µεγάλο.

5.1 Γενικευµένος τελεστής Fourier σε n-D (n-DFrFT)

5.1.1 Κλασσική περίπτωση

Ο τελεστής Fourier σε δύο διαστάσεις ορίζεται ως εξής :

F2D · f 7→
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)e−jωxxe−jωyydxdy

Και συµβολίζεται µε την µορφή:

F2D[f(x, y)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)e−jωxxe−jωyydxdy = F2D(ωx, ωy)

Και ϕυσικά στις τρεις διαστάσεις έχουµε:

F3D · f 7→
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y, z)e−jωxxe−jωyye−jωzzdxdydz

F3D[f(x, y, z)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y, z)e−jωxxe−jωyye−jωzzdxdydz = F3D(ωx, ωy, ωz)

Οπότε ϕαίνεται και εύλογος ο ορισµός για n διαστάσεις :

FnD[f(x)] =
∫

Rn
f(x)e−j

∑n
i=0 xiωidx = FnD(ω)

5.1.2 Γενική περίπτωση

Ανάλογα µε την κλασσική περίπτωση, έχουµε για την γενική σε δύο και τρεις διαστάσεις :

Fαβ2D [f(x, y)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)KF

α (x, fx)KF
β (y, fy)dxdy

Fαβγ3D [f(x, y, z)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y, z)KF

α (x, fx)KF
β (y, fy)KF

γ (z, fz)dxdydz
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΄Οπου:

KF
α (x, fx) =

√
1− j cot a exp

{
jπ
[
(x2 + f2

x) cot a− 2xfx csc a
]}

KF
β (y, fy) =

√
1− j cot b exp

{
jπ
[
(y2 + f2

y ) cot b− 2yfy csc b
]}

KF
γ (z, fz) =

√
1− j cot g exp

{
jπ
[
(z2 + f2

z ) cot g − 2zfz csc g
]}

Και :

a = α
π

2
, b = β

π

2
, g = γ

π

2

Παρατηρούµε ότι κάθε ϕορά που προσθέτουµε µια διάσταση µπορούµε να ϑεωρήσουµε και µία ακόµη παράµετρο,
αυτή της κλασµατικής τάξης. Αυτό µπορεί να αποτελέσει εργαλείο για την λύση µαθηµατικών προβληµάτων. Για
την ειδική περίπτωση που όλες οι κλασµατικές τάξης είναι ίσες, έχουµε για δύο και τρεις διαστάσεις αντίστοιχα:

Fα2D[f(x, y)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)KF

α (x, fx)KF
α (y, fy)dxdy =

=
(√

1− j cot a
)2
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y) exp

{
jπ
[
(x2 + y2 + f2

x + f2
y ) cot a− 2(xfx + yfy) csc a

]}
dxdy

Fα3D[f(x, y, z)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y, z)KF

α (x, fx)KF
α (y, fy)KF

α (z, fz)dxdydz =

=
(√

1− j cot a
)3
∫

R3

f(x, y, z)·

· exp
{
jπ
[
(x2 + y2 + z2 + f2

x + f2
y + f2

z ) cot a− 2(xfx + yfy + zfz) csc a
]}

dxdydz

Οπότε για n διαστάσεις ο γενικευµένος τελεστής Fourier είναι :

FαnD[f(x)] =
∫

Rn
f(x)

n∏
i=1

KF
αi(xi, fi)dx

Και για όλες τις κλασµατικές τάξεις ίσες :

FαnD[f(x)] =
(√

1− j cot a
)n ∫

Rn
f(x) exp

{
jπ

[
n∑
i=1

(x2
i + f2

i ) cot a− 2

(
n∑
i=1

xifi

)
cscα

]}
dx

5.2 Γενικευµένος τετραδικός τελεστής Fourier (FrQFT)

Επί τι ευκαιρία να µιλήσουµε για έναν τελεστή που µοιάζει πολύ µε τον τελεστή Fourier. Αυτός είναι ο τετραδικός
τελεστής Fourier (QFT) και εµπεριέχει στοιχεία από την τετραδική άλγεβρα (quaternionic algebra). Ο λόγος που
τον ϐάζουµε εδώ είναι διότι αυτός εξορισµού έχει δύο διαστάσεις. Πριν δώσουµε τους ορισµούς ϑα κάνουµε µια
εισαγωγή στην τετραδική άλγεβρα.
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5.2.1 Τετραδική άλγεβρα

Η τετραδική άλγεβρα έχει σαν στοιχεία τους ϕανταστικούς αριθµούς i, j, k για τους οποίους ισχύει :

i2 = j2 = k2 = ijk = jki = kij = −ikj = −jik = −kji = −1

,όπου ένας τετραδικός αριθµός είναι :

z = w + ai+ bj + ck , w, a, b, c ∈ R

Ιδιότητες:

΄Εστω δύο τετραδικοί αριθµοί z1 = w1 + a1i+ b1j + c1k και z2 = w2 + a2i+ b2j + c2k, ισχύει :

πρόσθεση:

z1 + z2 = (w1 + w2) + (a1 + a2)i+ (b1 + b2)j + (c1 + c2)k

πολλαπλασιασµός :

z1z2 = (w1 + a1i+ b1j + c1k)(w2 + a2i+ b2j + c2k) =

= w1w2 − a1a2 − b1b2 − c1c2 + (w1a1 + a1w2 + b1c2 − c1b2)i+
+ (w1b2 − a1c2 + b1w2 + c1a2)j + (w1c2 + a1b2 − b1a2 + w2c1)k

πολλαπλασιασµός κατά Hilbert:

z1z2 = w1w2 + a1a2 + b1b2 + c1c2

µέτρο:

|z| =
√
w2 + a2 + b2 + c2

εκθετική µορφή:

Αν ορίσουµε έναν τετραδικό χώρο αντίστοιχο µε εκείνο του µιγαδικού επιπέδου και ορίσουµε της γωνίες θ, φ
και ψ ως τις γωνίες που σχηµατίζονται µεταξύ του πραγµατικού άξονα και των ϕανταστικών i, j, k αντίστοιχα, τότε
εξάγεται η εκθετική µορφή τετραδικού:

z = |z|eiθ+jφ+kψ = |z|(cos θ + i sin θ)(cosφ+ j sinφ)(cosψ + k sinψ) =

= |z|[(cos θ cosφ cosψ − sin θ sinφ sinψ) + (cos θ sinφ sinψ + sin θ cosφ cosψ)i+
+ (cos θ sinφ cosψ − sin θ cosφ sinψ)j + (cos θ cosφ sinψ + sin θ sinφ cosψ)k]

συζυγία :

Ο συζυγής τετραδικός ενός τετραδικού αριθµού είναι :

z = w − ai− bj − ck

Και ισχύουν οι εξής δύο σχέσεις :
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• z = z

• z1 · z2 = z1 · z2

τετραδική οµάδα:

Μπορούµε να διαπιστώσουµε ότι το παρακάτω σύνολο αποτελεί οµάδα µε πράξη τον πολλαπλασιασµό:

G = {1,−1, i,−i, j,−j, k,−k}

Πίνακας της οµάδας G:

1 −1 i −i j −j k −k

1 1 −1 i −i j −j k −k
−1 −1 1 −i i −j j −k k
i i −i −1 1 k −k −j j
−i −i i 1 −1 −k k j −j
j j −j k −k −1 1 i −i
−j −j j −k k 1 −1 −i i
k k −k j −j −i i −1 1
−k −k k −j j i −i 1 −1

Επίσης έχουµε τις υποοµάδες :

H1 = {1,−1, i,−i} , H2 = {1,−1, j,−j} , H3 = {1,−1, k,−k}

5.2.2 Τετραδικός τελεστής Fourier

Ορίζουµε τον τετραδικό τελεστή Fourier QFT ως εξής :

Fq[f(x, y)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)e−iωxx−jωyydxdy

Αλλά:

e−iωxx−jωyy = [cos(ωxx)− i sin(ωxx)][cos(ωyy)− j sin(ωyy)]
= cos(ωxx) cos(ωyy)− j cos(ωxx) sin(ωyy)− i sin(ωxx) cos(ωyy) + k sin(ωxx) sin(ωyy)

Οπότε ορίζοντας : ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y) cos(ωxx) cos(ωyy)dxdy = CC(ωx, ωy)∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y) cos(ωxx) sin(ωyy)dxdy = CS(ωx, ωy)∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y) sin(ωxx) cos(ωyy)dxdy = SC(ωx, ωy)∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y) sin(ωxx) sin(ωyy)dxdy = SS(ωx, ωy)
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΄Εχουµε:

Fq[f(x, y)] = CC(ωx, ωy)− iSC(ωx, ωy)− jCS(ωx, ωy) + kSS(ωx, ωy)

Και κάποιες ιδιότητες (χωρίς απόδειξη):

Για Fq[f(x, y)] = Fq(ωx, ωy) έχουµε:

Ολίσθηση:

Fq[f(x− dx, y − dy)] = e−iωxdx−jωydyFq(ωx, ωy)

∆ιαµόρφωση:

Fq[eiω0x+jω0yf(x, y)] = Fq(ωx − ω0, ωy − ω0)

Παραγώγιση:

Για n = p+ r , n, p, r ∈ N:

Fq
[
∂nf(x, y)
∂xp∂yr

]
= (2π)n(iωx)p(jωy)rFq(ωx, ωy)

Θεώρηµα του Rayleigh:

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
|f(x, y)|2dxdy =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
|Fq(ωx, ωy)|2dωxdωy

5.2.3 Γενίκευση τετραδικού τελεστή Fourier

Ο γενικευµένος τετραδικός τελεστής Fourier ορίζεται µε τρόπο που πλέον πρέπει να µας ϕαίνεται λογικός :

Fαβq [f(x, y)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)KF

i,α(x, fx)KF
j,β(y, fy)dxdy

Αναλυτικά:

Fαβq [f(x, y)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)

√
1− i cot a exp

{
iπ
[
(x2 + f2

x) cot a− 2xfx csc a
]}
·

·
√

1− j cot b exp
{
jπ
[
(y2 + f2

y ) cot b− 2yfy csc b
]}

dxdy =

=
√

1− i cot a
√

1− j cot b
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)·

· exp
{
iπ
[
(x2 + f2

x) cot a− 2xfx csc a
]

+ jπ
[
(y2 + f2

y ) cot b− 2yfy csc b
]}

dxdy

Για ίσες κλασµατικές τάξεις δεν έχουµε καµία σπουδαία συµπύκνωση του τύπου:
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Fαq [f(x, y)] =
(√

1− i cot a
)2
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)·

· exp
{
π
[
i(x2 + f2

x) + j(y2 + f2
y )
]

cot a− 2π(ixfx + jyfy) csc a
}

dxdy

5.3 Γενικευµένος τελεστής Hartley σε n-D (n-DFrHT)

5.3.1 Κλασσική περίπτωση

Ο τελεστής Hartley σε δύο διαστάσεις ορίζεται ως εξής :

H2D · f 7→
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)cas(xωx)cas(yωy)dxdy

Και συµβολίζεται µε την µορφή:

H2D[f(x, y)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)cas(xωx)cas(yωy)dxdy = H2D(ωx, ωy)

Και στις τρεις διαστάσεις έχουµε:

H3D · f 7→
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y, z)cas(xωx)cas(yωy)cas(zωz)dxdydz

H3D[f(x, y, z)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y, z)cas(xωx)cas(yωy)cas(zωz)dxdydz

= H3D(ωx, ωy, ωz)

Οπότε µε την ίδια λογική για n διαστάσεις έχουµε:

HnD[f(x)] =
∫

Rn
f(x)

n∏
i=1

cas(xiωi)dx = HnD(ω)

5.3.2 Γενική περίπτωση

Ανάλογα µε την κλασσική περίπτωση, έχουµε για την γενική σε δύο και τρεις διαστάσεις :

Hαβ2D[f(x, y)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)KH

α (x, fx)KH
β (y, fy)dxdy

Hαβγ3D [f(x, y, z)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y, z)KH

α (x, fx)KH
β (y, fy)KH

γ (z, fz)dxdydz

΄Οπου:

KH
α (x, fx) =

√
1− j cot a

2
exp

{
jπ(x2 + f2

x) cot a
} [

2 cos(2πxfx csc a)− ej
απ
2 {2j sin(2πxfx csc a)}

]
KH
β (x, fx) =

√
1− j cot b

2
exp

{
jπ(y2 + f2

y ) cot b
} [

2 cos(2πyfy csc b)− ej
βπ
2 {2j sin(2πyfy csc b)}

]
KH
γ (z, fz) =

√
1− j cot g

2
exp

{
jπ(z2 + f2

z ) cot g
} [

2 cos(2πzfz csc g)− ej
γπ
2 {2j sin(2πzfz csc g)}

]
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Με:

a = α
π

2
, b = β

π

2
, g = γ

π

2

΄Επεται ο γενικευµένος τελεστής Hartley σε n διαστάσεις :

HαnD[f(x)] =
∫

Rn
f(x)

n∏
i=1

KH
αi(xi, fi)dx

Και για όλες τις τάξεις ίσες :

Hα2D[f(x, y)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)KH

α (x, fx)KH
α (y, fy)dxdy =

=

(√
1− j cot a

)2
22

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y) exp

{
jπ(x2 + y2 + f2

x + f2
y ) cot a

}
·

·
[
2 cos(2πxfx csc a) + 2 cos(2πyfy csc a)− 2jej

απ
2 {sin(2πxfx csc a) + sin(2πyfy csc a)}

]
dxdy

Hα3D[f(x, y, z)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y, z)KH

α (x, fx)KH
α (y, fy)KH

α (z, fz)dxdydz =

=

(√
1− j cot a

)3
23

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y, z) exp

{
jπ(x2 + y2 + z2 + f2

x + f2
y + f2

z ) cot a
}
·

· [2 cos(2πxfx csc a) + 2 cos(2πyfy csc a) + 2 cos(2πzfz csc a)−

−2jej
απ
2 {sin(2πxfx csc a) + sin(2πyfy csc a) + sin(2πzfz csc a)}

]
dxdydz

Και :

HαnD[f(x)] =
∫

Rn
f(x)

n∏
i=1

KH
α (xi, fi)dx =

=

(√
1− j cot a

)n
2n

∫
Rn
f(x) exp

{
jπ

n∑
i=1

(x2
i + f2

i ) cot a

}
·

·

[
2

n∑
i=1

cos(2πxifi csc a)− 2jej
απ
2

n∑
i=1

sin(2πxifi csc a)

]
dx

5.4 Γενικευµένος τελεστής cosine Fourier σε n διαστάσεις

5.4.1 Κλασσική περίπτωση

Ο τελεστής cosine Fourier σε δύο διαστάσεις ορίζεται ως εξής :

F2Dc · f 7→
∫ +∞

0

∫ +∞

0
f(x, y) cos(ωxx) cos(ωyy)dxdy

και συµβολίζεται µε την µορφή:

F2Dc[f(x, y)] =
∫ +∞

0

∫ +∞

0
f(x, y) cos(ωxx) cos(ωyy)dxdy = F2Dc(ωx, ωy)
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Και στις τρεις διαστάσεις έχουµε:

F3Dc · f 7→
∫ +∞

0

∫ +∞

0

∫ +∞

0
f(x, y, z) cos(ωxx) cos(ωyy) cos(ωzz)dxdydz

και συµβολίζεται µε την µορφή:

F3Dc[f(x, y, z)] =
∫ +∞

0

∫ +∞

0

∫ +∞

0
f(x, y, z) cos(ωxx) cos(ωyy) cos(ωzz)dxdydz

= F3Dc(ωx, ωy, ωz)

Για n διαστάσεις :

FnDc[f(x)] =
∫

Rn(0,∞)
f(x)

n∏
i=1

cos(ωixi)dx = FnDc(ω)

5.4.2 Γενική περίπτωση

Ανάλογα µε την κλασσική περίπτωση, έχουµε για την γενική, σε δύο και τρεις διαστάσεις :

Fαβ2Dc[f(x, y)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y) + f(−x,−y)
2α+β

KF
α (x, fx)KF

β (y, fy)dxdy

Fαβγ3Dc [f(x, y, z)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y, z) + f(−x,−y,−z)
2α+β+γ

KF
α (x, fx)KF

β (y, fy)KF
γ (z, fz)dxdydz

΄Οπου τα KF
α (x, fx),KF

β (y, fy),KF
γ (z, fz) είναι τα γνωστά µας:

KF
α (x, fx) =

√
1− j cot a exp

{
jπ
[
(x2 + f2

x) cot a− 2xfx csc a
]}

KF
β (y, fy) =

√
1− j cot b exp

{
jπ
[
(y2 + f2

y ) cot b− 2yfy csc b
]}

KF
γ (z, fz) =

√
1− j cot g exp

{
jπ
[
(z2 + f2

z ) cot g − 2zfz csc g
]}

Με:

a = α
π

2
, b = β

π

2
, g = γ

π

2

΄Ετσι ο γενικευµένος τελεστής cosine Fourier σε n διαστάσεις είναι :

FαnDc[f(x)] =
∫

Rn

f(x) + f(−x)
2pow(

∑n
i=1 αi)

n∏
i=1

KF
αi(xi, fi)dx

΄Οπου το pow(x) ορίζεται ως εξής :

2pow(x) = 2x

Και για όλες τις κλασµατικές τάξεις ίσες :

Fα2Dc[f(x, y)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y) + f(−x,−y)
22α

KF
α (x, fx)KF

α (y, fy)dxdy =
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=
(√

1− j cot a
)2
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y) + f(−x,−y)
22α

·

· exp
{
jπ
[
(x2 + y2 + f2

x + f2
y ) cot a− 2(xfx + yfy) csc a

]}
dxdy

Fα3Dc[f(x, y, z)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y, z) + f(−x,−y,−z)
23α

·

·KF
α (x, fx)KF

α (y, fy)KF
α (z, fz)dxdydz =

=
(√

1− j cot a
)3
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y, z) + f(−x,−y,−z)
23α

·

· exp
{
jπ
[
(x2 + y2 + z2 + f2

x + f2
y + f2

z ) cot a− 2(xfx + yfy + zfz) csc a
]}

dxdydz

Και αν ϑεωρήσουµε n διαστάσεις :

FαnDc[f(x)] =
(√

1− j cot a
)n ∫

Rn

f(x) + f(−x)
2nα

·

· exp

{
jπ

[
n∑
i=1

(x2
i + f2

i ) cot a− 2

(
n∑
i=1

xifi

)
cscα

]}
dx

5.5 Γενικευµένος τελεστής sine Fourier σε n-D

5.5.1 Κλασσική περίπτωση

Ο τελεστής sine Fourier σε δύο διαστάσεις ορίζεται ως εξής :

F2Ds · f 7→
∫ +∞

0

∫ +∞

0
f(x, y) sin(ωxx) cos(ωyy)dxdy

και συµβολίζεται µε την µορφή:

F2Ds[f(x, y)] =
∫ +∞

0

∫ +∞

0
f(x, y) sin(ωxx) sin(ωyy)dxdy = F2Ds(ωx, ωy)

Και στις τρεις διαστάσεις έχουµε:

F3Ds · f 7→
∫ +∞

0

∫ +∞

0

∫ +∞

0
f(x, y, z) sin(ωxx) sin(ωyy) sin(ωzz)dxdydz

F3Ds[f(x, y, z)] =
∫ +∞

0

∫ +∞

0

∫ +∞

0
f(x, y, z) sin(ωxx) sin(ωyy) sin(ωzz)dxdydz

= F3Ds(ωx, ωy, ωz)

Για n διαστάσεις :

FnDs[f(x)] =
∫

Rn(0,∞)
f(x)

n∏
i=1

sin(ωixi)dx = FnDs(ω)
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5.5.2 Γενική περίπτωση

Ανάλογα µε την κλασσική περίπτωση, έχουµε για την γενική, σε δύο και τρεις διαστάσεις :

Fαβ2Ds[f(x, y)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y)− f(−x,−y)
(−2j)α+β

KF
α (x, fx)KF

β (y, fy)dxdy

Fαβγ3Ds [f(x, y, z)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y, z)− f(−x,−y,−z)
(−2j)α+β+γ

·

·KF
α (x, fx)KF

β (y, fy)KF
γ (z, fz)dxdydz

΄Ετσι ο γενικευµένος τελεστής sine Fourier σε n διαστάσεις είναι :

FαnDs[f(x)] =
∫

Rn

f(x)− f(−x)
(−2j)pow(

∑n
i=1 αi)

n∏
i=1

KF
αi(xi, fi)dx

Και για όλες τις κλασµατικές τάξεις ίσες :

Fα2Ds[f(x, y)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y)− f(−x,−y)
(−2j)2α

KF
α (x, fx)KF

α (y, fy)dxdy =

=
(√

1− j cot a
)2
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y)− f(−x,−y)
(−2j)2α

·

· exp
{
jπ
[
(x2 + y2 + f2

x + f2
y ) cot a− 2(xfx + yfy) csc a

]}
dxdy

Fα3Ds[f(x, y, z)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y, z)− f(−x,−y,−z)
(−2j)3α

·

·KF
α (x, fx)KF

α (y, fy)KF
α (z, fz)dxdydz =

=
(√

1− j cot a
)3
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f(x, y, z)− f(−x,−y,−z)
(−2j)3α

·

· exp
{
jπ
[
(x2 + y2 + z2 + f2

x + f2
y + f2

z ) cot a− 2(xfx + yfy + zfz) csc a
]}

dxdydz

Και αν ϑεωρήσουµε n διαστάσεις :

FαnDs[f(x)] =
(√

1− j cot a
)n ∫

Rn

f(x)− f(−x)
(−2j)nα

·

· exp

{
jπ

[
n∑
i=1

(x2
i + f2

i ) cot a− 2

(
n∑
i=1

xifi

)
cscα

]}
dx



Κεφάλαιο 6

Γενικευµένος τελεστής της παραγώγου

Σε αυτό το κεφάλαιο της εργασίας, ϑα αναπτύξουµε τον γενικευµένο τελεστή της παραγώγου ή κλασµατική
παράγωγος, όπως αλλιώς λέγεται. Η κλασµατική παράγωγος είναι η καρδιά της κλασµατικής ανάλυσης. Στο
πρώτο κεφάλαιο δώσαµε µερικά παραδείγµατα της κλασµατικής παραγώγου για την ειδική περίπτωση των εκ-
ϑετικών και πολυωνυµικών συναρτήσεων. Είχαµε υποσχεθεί την πλήρη ανάπτυξη αυτού του ιδιαίτερου τελεστή.
Εδώ λοιπόν ϑα ορίσουµε την κλασµατική παράγωγο και ϑα δείξουµε ότι πληρεί τις απαιτήσεις, που πρέπει να
πληρεί κάθε γενικευµένος τελεστής καθώς και την γραµµικότητα. Ο ορισµός ϑα γίνει χρησιµοποιώντας τον
τελεστή Fourier, δηµιουργώντας παράλληλα µια σύνθεση µεταξύ αυτών των δύο ΄µεγάλων΄ τελεστών.

6.1 Ορισµός

Θα χρησιµοποιήσουµε την την παρακάτω σχέση (αποδείχτηκε στο κεφάλαιο 2):

⇒ F

[
d(n)f(x)

dx(n)

]
= (jω)nF (ω)

Με:

f(x) F←→ F (ω)

Και µε την ϐοήθεια του αντιστρόφου Fourier έχουµε:

d(n)f(x)
dx(n)

=
1

2π

∫ +∞

−∞
(jω)nF (ω)ejωxdω

⇒ d(n)f(x)
dx(n)

=
1

2π

∫ +∞

−∞
(jω)n

[∫ +∞

−∞
f(x)e−jωxdx

]
ejωxdω

Την παραπάνω σχέση την έχουµε αποδείξει στο δεύτερο κεφάλαιο για κάθε n ϕυσικό αριθµό. ΄Αν ϑεωρήσουµε
αντί αυτού οποιονδήποτε πραγµατικό αριθµό α, τότε έχουµε τον ορισµό της κλασµατικής παραγώγου:

d(α)f(x)
dx(α)

=
1

2π

∫ +∞

−∞
(jω)α

[∫ +∞

−∞
f(x)e−jωxdx

]
ejωxdω

΄Ελεγχος απαιτήσεων:
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d(0)f(x)
dx(0)

=
1

2π

∫ +∞

−∞
(jω)0

[∫ +∞

−∞
f(x)e−jωxdx

]
ejωxdω =

1
2π

∫ +∞

−∞
F (ω)ejωxdω = f(x)

d(1)f(x)
dx(1)

=
1

2π

∫ +∞

−∞
(jω)1

[∫ +∞

−∞
f(x)e−jωxdx

]
ejωxdω = (jω)

1
2π

∫ +∞

−∞
F (ω)ejωxdω

Πράγµα που είναι η εφαρµογή της σχέσεις (2.9) για n = 0 και n = 1. Για α και β πραγµατικούς αριθµούς,
έχουµε:

d(α)

dx(α)

(
d(β)f(x)

dx(β)

)
=

d(α)

dx(α)


1

2π

∫ +∞

−∞
(jω′)βF (ω′)ejω

′xdω′︸ ︷︷ ︸
g(x)

F←→ G(ω)

 =
1

2π

∫ +∞

−∞
(jω)αG(ω)ejωxdω

΄Οπου:

G(ω) =
∫ +∞

−∞
g(x′)e−jωx

′
dx′ =

∫ +∞

−∞

1
2π

[∫ +∞

−∞
(jω′)βF (ω′)ejω

′x′dω′
]

e−jωx
′
dx′

=
∫ +∞

−∞

1
2π

(jω′)βF (ω′)


∫ +∞

−∞
ej(ω

′−ω)x′dx′︸ ︷︷ ︸
2πδ(ω′−ω)

dω′

=
1

2π

∫ +∞

−∞
(jω′)βF (ω′)2πδ(ω′ − ω)dω′ = (jω)βF (ω)

Οπότε :

d(α)

dx(α)

(
d(β)f(x)

dx(β)

)
=

1
2π

∫ +∞

−∞
(jω)α(jω)βF (ω)ejωxdω

=
1

2π

∫ +∞

−∞
(jω)α+βF (ω)ejωxdω =

d(α+β)f(x)
dx(α+β)

Επίσης :

d(α)

dx(α)

(
d(β)f(x)

dx(β)

)
=

d(α+β)f(x)
dx(α+β)

=
d(β+α)f(x)

dx(β+α)
=

d(β)

dx(β)

(
d(α)f(x)

dx(α)

)

΄Ελεγχος γραµµικότητας :

Για δύο συναρτήσεις f1(x) , f2(x) και δύο πραγµατικές σταθερές c1 και c2 έχουµε:

d(α)

dx(α)
[c1f1(x) + c2f2(x)] =

1
2π

∫ +∞

−∞
(jω)α[c1F1(ω) + c2F2(ω)]dω =

= c1
1

2π

∫ +∞

−∞
(jω)αF1(ω)dω + c2

1
2π

∫ +∞

−∞
(jω)αF2(ω)dω

΄Οπου:

f1(x) F←→ F1(ω) , f2(x) F←→ F2(ω)
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⇒ d(α)

dx(α)
[c1f1(x) + c2f2(x)] = c1

d(α)

dx(α)
f1(x) + c2

d(α)

dx(α)
f2(x)

΄Ετσι ο ορισµός που δώσαµε, πληρεί ότι χρειάζεται για να αποτελεί τον γενικευµένο τελεστή της παραγώγου.
Μέχρι τώρα όµως δεν αναρωτηθήκαµε αν οι γενικεύσεις που κάναµε για κάθε τελεστή είναι µοναδικές. Για τον
γενικευµένο τελεστή της παραγώγου δεν υπάρχει µοναδικότητα στον ορισµό του, καθώς έχουµε την δυνατότητα
να ορίσουµε άπειρους γενικευµένους τελεστές που να πληρούν τα παραπάνω και έτσι να είναι και αυτοί κλασ-
µατικές παράγωγοι. ΄Ενας άλλος ορισµός ισοδύναµος µε τον αρχικό είναι :

d(α)f(x)
dx(α)

= 0D
α
xf(x) =

1
Γ(−α)

∫ x

0

f(t)
(x− t)(α+1)

dt

Και αφού:

1
Γ(−α)

=
1
π

Γ(α+ 1) sin[(α+ 1)π]

,έχουµε:

0D
α
xf(x) =

1
π

Γ(α+ 1) sin[(α+ 1)π]
∫ x

0

f(t)
(x− t)(α+1)

dt

Το µηδενικό αριστερά από το D υπάρχει, διότι ο τελεστής 0D
α
x είναι µία ειδική περίπτωση της γενικότερης

κατηγορίας τελεστών cD
α
x που ορίζονται ως εξής :

cD
α
xf(x) =

1
π

Γ(α+ 1) sin[(α+ 1)π]
∫ x

c

f(t)
(x− t)(α+1)

dt , c ∈ R

Οι τελεστές cD
α
x για κάθε c αποτελούν γενίκευση του τελεστή της παραγώγου. Να πούµε ότι έχουµε εννοήσει ότι

η f(x) είναι συνεχής και ακέραιο µέρος του α ϕορές παραγωγίσιµη αν α ϑετικό και απόλυτη τιµή συν ένα ϕορές
ολοκληρώσιµη αν α αρνητικό. Επίσης να επισηµάνουµε ότι µε αυτούς τους ορισµούς κάνουµε ποιο εύκολα
υπολογισµούς, αλλά πρέπει να προσέχουµε, διότι σε πολλές περιπτώσεις δεν καλύπτουν όλο το εύρος των τάξεων
α µε µία σχέση. Τώρα µε τον πρώτο ορισµό, ϑα δείξουµε την ιδιότητα του γενικευµένου τελεστή της παραγώγου
για γινόµενο συναρτήσεων.

Θα χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα της συνέλιξης :

f(x)g(x) F←→ H(ω) =
1

2π
F (ω) ∗G(ω)

Και µε :

f(x) F←→ F (ω) , g(x) F←→ G(ω)
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,έχουµε:

dα[f(x)g(x)]
dxα

=
1

(2π)2

∫ +∞

−∞
(jω)α[F (ω) ∗G(ω)]ejωxdω

=
1

(2π)2

∫ +∞

−∞
(jω)α

[∫ +∞

−∞
F (ω′)G(ω − ω′)dω′

]
ejωxdω

=
1

(2π)2

∫ +∞

−∞
F (ω′)

[∫ +∞

−∞
(jω)αG(ω − ω′)ejωxdω

]
dω′

=
1

(2π)2

∫ +∞

−∞
F (ω′)

∫ +∞

−∞
(jω)αG(ω − ω′︸ ︷︷ ︸

ω′′

)ejωxdω

dω′

=
1

(2π)2

∫ +∞

−∞
F (ω′)

[∫ +∞

−∞
jα(ω′ + ω′′)αG(ω′′)ejω

′′xdω′′
]

ejω
′xdω′

΄Οπου χρησιµοποιώντας το διωνυµικό ανάπτυγµα για κάθε α ∈ R:

(ω′ + ω′′)α =
+∞∑
k=0

(
a

k

)
ω′′kω′α−k

,έχουµε:

dα[f(x)g(x)]
dxα

=
1

(2π)2

∫ +∞

−∞
F (ω′)

[∫ +∞

−∞
jα

+∞∑
k=0

(
a

k

)
ω′′kω′α−kG(ω′′)ejω

′′xdω′′
]

ejω
′xdω′

=
1

2π

+∞∑
k=0

(
a

k

)∫ +∞

−∞
(jω′)α−kF (ω′)


1

2π

∫ +∞

−∞
(jω′′)kG(ω′′)ejω

′′xdω′′︸ ︷︷ ︸
dkg(x)/dxk

 ejω
′xdω′

=
+∞∑
k=0

(
a

k

)
1

2π

∫ +∞

−∞
(jω′)α−kF (ω′)ejω

′xdω′︸ ︷︷ ︸
dα−kf(x)/dxα−k


dkg(x)

dxk

⇒ dα[f(x)g(x)]
dxα

=
+∞∑
k=0

(
a

k

)
dα−kf(x)

dxα−k
dkg(x)

dxk

Στο πρώτο κεφάλαιο είχαµε κάνει µια αναφορά, στο πως συµπεριφέρεται ο γενικευµένος τελεστής της παραγώγου
για α = −1. Είχαµε δει, πως για τις ειδικές περιπτώσεις των ορισµών του γενικευµένου τελεστή της παραγώγου
για πολυωνυµικές και εκθετικές συναρτήσεις, για α = −1 , ταυτιζόταν µε το αόριστο ολοκλήρωµα. ΄Ηρθε η ώρα
να αποδείξουµε και να καθιερώσουµε καθολικά αυτή την υπόθεση. Και πάλι ϑα χρησιµοποιήσουµε τον αρχικό
µας ορισµό.

΄Εστω λοιπόν ότι :

f(x) F←→ F (ω)

΄Εχουµε:

f ′(x) F←→ (jω)F (ω) = G(ω)
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,και έτσι :

d−1f ′(x)
dx−1

=
1

2π

∫ +∞

−∞
(jω)−1G(ω)ejωxdω =

1
2π

∫ +∞

−∞
(jω)−1(jω)F (ω)ejωxdω

⇒ d−1f ′(x)
dx−1

= f(x) ⇒ d−1f(x)
dx−1

=
∫ x

0
f(x′)dx′

6.2 Κλασµατικός τελεστής Laplace

Για να γενικεύσουµε τον τελεστή Laplace, πρέπει πρώτα να επεκτείνουµε τον ορισµό της κλασµατικής παραγώ-
γου για συναρτήσεις πολλών µεταβλητών :

n∏
i=1

d(αi)

dx(αi)
i

f(x) =
1

2π

∫
Rn

n∏
i=1

(jωi)αiF (ω) exp

{
j

n∑
i=1

ωixi

}
dω

΄Οπου f(x) είναι µια συνάρτηση n µεταβλητών. Να πούµε ότι πήραµε την κλασµατική παράγωγο ως προς κάθε
µεταβλητή και τυπικά ϑα έπρεπε να παίρναµε τον πίνακα των παραγώγων όπως και στην κλασσική περίπτωση.
Ωστόσο εδώ ϑα αρκεστούµε στο στοιχείο συνάρτηση, που είναι παραγωγισµένει ως προς όλες τις µεταβλητές.

Να πούµε επίσης, πως ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier για n µεταβλητές είναι :

f(x) =
1

(2π)n

∫
Rn
F (ω) exp

{
j

n∑
i=1

ωixi

}
dω

Θα ξεκινήσουµε δίνοντας τον κλασσικό ορισµό του τελεστή Laplace:

∇2f(x) =
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
f(x) =

=
1

2π

∫ +∞

−∞
(jωx)2

[∫ +∞

−∞
f(x)e−jωxxdx

]
ejωxxdωx+

+
1

2π

∫ +∞

−∞
(jωy)2

[∫ +∞

−∞
f(x)e−jωyydy

]
ejωyydωy+

+
1

2π

∫ +∞

−∞
(jωz)2

[∫ +∞

−∞
f(x)e−jωzzdz

]
ejωzzdωz

΄Οπου ϕυσικά η f(x) είναι µια συνάρτηση τριών µεταβλητών. Στη συνέχεια για τις ανάγκες µας ϑα ϑεωρήσουµε
τις µεταβλητές ωx, ωy, ωz ίσες, (ωx = ωy = ωz = ω) και έτσι έχουµε τον κλασσικό τελεστή Laplace:

∇2f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
(−ω2)

[∫ +∞

−∞
f(x)e−jωxdx+

+
∫ +∞

−∞
f(x)e−jωydy +

∫ +∞

−∞
f(x)e−jωzdz

]
ejωxdω

Ο παραπάνω ορισµός ϕαίνεται εύλογος και είναι λογικό επακόλουθο όλων όσων έχουµε πει ως τώρα σε αυτό το
κεφάλαιο. Ωστόσο στην γενίκευση ϑα είµαστε λίγο διαφορετικοί στην έκφραση που ϑα δώσουµε, χωρίς ϐέβαια να
είµαστε ασυνεπείς σε όσα απαιτούµε για κάθε γενίκευση. ΄Οπως και στην απλή κλασµατική παράγωγο, έτσι και
εδώ, η γενίκευση δεν είναι µοναδική. Ο ορισµός που ϑα δούµε τώρα, είναι ένας, που εκτός από την συνέπεια του
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ως προς τις γενικεύσεις, είναι και χρήσιµος στην επίλυση διαφορικών εξισώσεων, πράγµα που ϑα δούµε αµέσως
µετά.

Γενικευµένος τελεστής Laplace:

(∇2)αf(x) =
1

(2π)3

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(−ω2)αF (ω) exp{jω(x+ y + z)}d3ω

΄Οπου F (ω) ο αντίστροφος της f(x) ως προς όλες τις µεταβλητές. Καµιά ϕορά είναι πρακτικό να χρησιµοποιούµε
το (−ω2)α ως:

(−ω2)α = eα ln(−ω)2 = eα ln |ω2|+jαπ

Θα λύσουµε την κυµατική εξίσωση µε την χρήση του γενικευµένου τελεστή Laplace. Είναι :

∇2Φ(x, t) =
1
c2
∂2

∂t2
Φ(x, t)

Αν αντιµετωπίσουµε το ∇2 σαν µία παράµετρο, τότε έχουµε την λύση:

Φ(x, t) = e−ct
√
∇2
a(x) + ect

√
∇2
b(x)

Το ερώτηµα που δηµιουργείται είναι : ποια είναι η δράση του τελεστή ect
√
∇2 . Με τον παραπάνω ορισµό του

κλασµατικού τελεστή Laplace για α = 1/2 και την χρήση της εκθετικής σειράς, έχουµε για µια συνάρτηση f(x):

ct
√
∇2f(x) =

1
(2π)3

∫
R3

(jωct)F (ω) exp{jω(x+ y + z)}d3ω

⇒ ect
√
∇2
f(x) =

1
(2π)3

∫
R3

[
+∞∑
i=0

(jωct)i

i!

]
F (ω) exp{jω(x+ y + z)}d3ω

⇒ ect
√
∇2
f(x) =

1
(2π)3

∫
R3

ejωctF (ω) exp{jω(x+ y + z)}d3ω

΄Αρα:

Φ(x, t) =
1

(2π)3

∫
R3

A(ω) exp{jω(x+ y + z − ct)}d3ω+

+
1

(2π)3

∫
R3

B(ω) exp{jω(x+ y + z − ct)}d3ω

Με:

a(x) F3

←→ A(ω) , b(x) F3

←→ B(ω)

,δηλαδή ο µετασχηµατισµός Fourier για συνάρτηση τριών µεταβλητών ως προς µία µεταβλητή. ΄Επειτα µπορούµε
να εξάγουµε τα a(x) και b(x) συναρτήσει των αρχικών συνθηκών και να τελειώσουµε. Είναι :

Φ(x, 0) = a(x) + b(x) ,
1
c

(∇2)−1/2 ∂

∂t
Φ(x, t)

∣∣∣∣
t=0

= −a(x) + b(x)

Οπότε λύνοντας το παραπάνω σύστηµα, έχουµε:

a(x) =
1
2

Φ(x, 0)− 1
2c

(∇2)−1/2 ∂

∂t
Φ(x, t)

∣∣∣∣
t=0

, b(x) =
1
2

Φ(x, 0) +
1
2c

(∇2)−1/2 ∂

∂t
Φ(x, t)

∣∣∣∣
t=0
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6.3 Συµπεριφορά της κλασµατικής παραγώγου

6.3.1 Κλασµατική παράγωγος ϐασικών συναρτήσεων

Θα δούµε µερικές κλασµατικές παραγωγίσεις συνηθισµένων συναρτήσεων. Καταρχήν ορίζουµε µερικές νέες
συναρτήσεις οι οποίες στην κλασµατική ανάλυση χρησιµοποιούνται κατά κόρον, ειδικά σε αναγωγικούς τύπους.

Ex(α, c) = 0D
−α
x ecx

Cx(α, c) = 0D
−α
x cos(ct)

Sx(α, c) = 0D
−α
x sin(ct)

΄Οπου α, c ∈ R.

Κλασµατική παράγωγος (στην προκειµένη περίπτωση µπορούµε να το ονοµάσουµε και κλασµατικό ολοκλήρωµα)
της σταθερής συνάρτησης :

0D
−α
x c =

c

Γ(α+ 1)
xα , α ∈ R ≥ 0

Για εκθετική συνάρτηση:

0D
−α
x ecx = xαecxγ(α, ct)

,όπου γ(x, y) είναι η ατελής συνάρτηση γάµµα και ορίζεται ως :

γ(x, y) =
1

Γ(x)yx

∫ y

0
ξx−1e−ξdξ

Για την ειδική περίπτωση, όπου α = 1/2, έχουµε:

0D
−1/2
x ecx = Ex(−1

2
, c) = c−1/2ecxErf1/2(cx)

,όπου:

Erf(x) =
2√
π

∫ x

0
e−ξ

2
dξ

Για τις αρµονικές συναρτήσεις, έχουµε:

0D
−α
x cos(cx) = cos(cx)Cx(α, c)− sin(cx)Sx(α, c) , α ∈ R ≥ 0

0D
−α
x sin(cx) = sin(cx)Cx(α, c) + cos(cx)Sx(α, c) , α ∈ R ≥ 0

Για την ειδική περίπτωση, όπου α = 1/2, έχουµε:

0D
−1/2
x cos(cx) =

√
2
c

[cos(cx)C(x) + sin(cx)S(x)]

0D
−1/2
x sin(cx) =

√
2
c

[sin(cx)C(x)− cos(cx)S(x)]
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,όπου C(x) και S(x) είναι τα ολοκληρώµατα Fresnel:

C(x) =
∫ x

0
cos(

πξ2

2
)dξ , S(x) =

∫ x

0
sin(

πξ2

2
)dξ

Για την λογαριθµική συνάρτηση, έχουµε:

0D
−α
x lnx =

xα

Γ(α+ 1)
[lnx− γ − ψ(α+ 1)] , α ∈ R ≥ 0

,όπου το γ είναι η σταθερά του Euler και ψ(x) µία συνάρτηση, η οποία ορίζεται ως εξής :

ψ(x) = 0D
1
x[ln Γ(x)] = 0D

1
xΓ(x)

Γ(x)

Για την ειδική περίπτωση, όπου α = 1/2, έχουµε:

0D
−1/2
x lnx =

√
x

π
[2 ln(4x)− 4]

Για την συνάρτηση f(x) = xκ lnx, είναι :

0D
−α
x [xκ lnx] =

Γ(κ+ 1)xκ+α

Γ(κ+ α+ 1)
[lnx+ ψ(κ+ 1)− ψ(κ+ α+ 1))] , α ∈ R ≥ 0 , κ ∈ R ≥ −1

Για την ειδική περίπτωση, όπου α = 1/2 και κ = −1/2, έχουµε:

0D
−1/2
x [x−1/2 lnx] =

√
π ln

(x
4

)
Για την συνάρτηση f(x) = xecx, είναι :

0D
−α
x [xecx] = xEx(α, c)− αEx(α+ 1, c) , α ∈ R ≥ 0

Επισηµάναµε πριν πως µε τον σύνολο των ορισµών που δώσαµε για την κλασµατική παράγωγο, που δεν κάνει
χρήση τον τελεστή Fourier, µπορούµε πιο εύκολα να εξάγουµε γενικές σχέσεις. Επίσης επισηµάναµε πως πολλές
ϕορές δεν καλύπτεται όλο το εύρος των τάξεων του τελεστή. Από τις παραπάνω σχέσεις γίνεται σαφές πως σε όλες
της κλασσικές συναρτήσεις, εκτός από την εκθετική, η κλασµατική παράγωγος, µε την ϐοήθεια του δεύτερου
ορισµού, ισχύει µόνο για αρνητικές τάξεις του τελεστή. Ουσιαστικά εκεί µιλάµε για κλασµατικά ολοκληρώµατα.
Για να ϕτάσουµε να παράγουµε σχέσεις για όλες τις τάξεις του τελεστή, χρησιµοποιούµε ένα αλγεβρικό τέχνασµα.

Είναι γνωστό ότι η αθροιστική ιδιότητα ισχύει για όλες τις τάξεις. Οπότε για κάποια ϑετική τάξη µ επιλέγουµε
τον αµέσως µεγαλύτερο ακέραιο m και αντιµετωπίζουµε το πρόβληµα ως εξής :

0D
µ
xf(x) = 0D

m
x [ 0D

−α
x f(x)] , α = m− µ

,όπου τοm είναι ακέραια ϑετική τάξη του τελεστή της παραγώγου και είναι γνωστοί όλοι οι σχετικοί υπολογισµοί.

6.3.2 Μετασχηµατισµοί Laplace κλασµατικά παραγωγισµένων συναρτήσεων.

Αν συνεχίσουµε τις ίδιες σκέψεις, τότε δεν ϑα ϑεωρήσει κανείς παράξενο να δηµιουργήσουµε και κλασµατικές
διαφορικές εξισώσεις. Οι κλασµατικές διαφορικές εξισώσεις είναι ολόκληρος κλάδος της κλασµατικής ανάλυσης
και µάλιστα από τους πιο περίπλοκους κλάδους των µαθηµατικών. Από τις κλασσικές διαφορικές εξισώσεις
ξέρουµε, πως σε πολύ ειδικές περιπτώσεις έχουµε ολοκληρωµένες λύσεις. ΄Ετσι και εδώ, λίγες είναι οι ϕορές,
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που µπορούµε να εξάγουµε συµπεράσµατα. Πριν δούµε τις εξισώσεις αυτές, ϑα κάνουµε µια εισαγωγή στο
µεγαλύτερο εργαλείο που έχουµε σε αυτόν τον τοµέα, το οποίο είναι το ίδιο µε αυτό της κλασσικής περίπτωσης.
Πρόκειται για τον µετασχηµατισµό (κλασσικό) Laplace.

Μετασχηµατισµός Laplace κλασµατικά παραγωγισµέσης συνάρτησης f(x):

L[ 0D
u
xf(x)] = suF (s)−

m−1∑
i=0

sm−i−1
0D

i−m+u
x f(x)

∣∣∣∣∣
x=0

, m− 1 < u ≤ m , m ∈ N

Απόδειξη :

L[ 0D
u
xf(x)] = L

{
0D

m
x [ 0D

−(m−u)
x f(x)]

}
= smL[ 0D

−(m−u)
x f(x)]−

m−1∑
i=0

sm−i−1
0D

i
x[ 0D

−(m−u)
x f(x)]

∣∣∣∣∣
x=0

= sm[s−(m−u)F (s)]−
m−1∑
i=0

sm−i−1
0D

i−(m−u)
x f(x)

∣∣∣∣∣
x=0

= suF (s)−
m−1∑
i=0

sm−i−1
0D

i−m+u
x f(x)

∣∣∣∣∣
x=0

,όπου ϕυσικά η συνάρτηση F (s), είναι η κλασσικά µετασχηµατισµένη Laplace της συνάρτησης f(x) µε µεταβλ-
ητή s. Στη συνέχεια ϑα δούµε µερικούς αντίστροφους µετασχηµατισµούς Laplace ορισµένων συναρτήσεων, τον
οποίων η παρουσία είναι συχνή κατά τι διάρκεια λύσης αρκετών κλασµατικών διαφορικών εξισώσεων.

Για a, b ∈ R και u ∈ R > 0, έχουµε:

L−1

[
1

su(s− a)

]
= Ex(u, a)

L−1

[
1

su(s− a)2

]
= xEx(u, a)− vEx(u+ 1, a)

L−1

[
1

su(s− a)3

]
=
x2

2
Ex(u, a)− uxEx(u+ 1, a) +

v

2
(u+ 1)Ex(u+ 2, α)

,και πιο γενικά:

L−1

[
1

su(s− a)n

]
=

1
(n− 1)!Γ(u)

n−1∑
i=0

(−1)i
(n− 1)!

i!(n− i− 1)!
Γ(u+ i)xn−i−1Ex(u+ i, a) , n ∈ N

Για q ∈ R, έχουµε:

L−1

[
1

s− a

]
= Ex(0, a) = eax

L−1

[
1

s1/2 − a

]
= Ex(−1

2
, a2) + aEx(0, a2)

L−1

[
1

s1/3 − a

]
= Ex(−2

3
, a3) + aEx(−1

3
, a3) + a2Ex(0, a3)

,και πιο γενικά:

L−1

[
1

s1/q − a

]
=

q∑
i=1

ai−1Ex(
i

q
− 1, aq)
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,και για 1/q + u > 0, έχουµε:

L−1

[
1

su(s1/q − a)

]
=

q∑
i=1

ai−1Ex(
i

q
+ u− 1, aq)

Επίσης :

L−1

[
1

s2/q − b2

]
=

1
2

q∑
i=1

b(i−2)

[
Ex(

i

q
− 1, bq) + (−1)iEx(

i

q
− 1,−bq)

]

L−1

[
1

su(s1/q − a)(s2 + b2)

]
=

1
ab(a2q + b2)

q∑
i=1

[
baiEx(u+

i

q
− 1, aq)−

− baiCx(u+
i

q
− 1, b)− aq+iSx(u+

i

q
− 1, b)

]

6.3.3 Κλασµατικές διαφορικές εξισώσεις

Θα δώσουµε µία µέθοδο για την επίλυση γραµµικών κλασµατικών διαφορικών εξισώσεων µε σταθερούς συντε-
λεστές, που οι διάφορες τάξεις του τελεστή της παραγώγου έχουν συγκεκριµένη ακολουθία. Η διαφορική εξίσωση
για την οποία µιλάµε, έχει την εξής µορφή:[

0D
nu
x + 0D

(n−1)u
x + 0D

(n−2)u
x + · · ·+ 0D

0
x

]
y(x) = 0 , n ∈ N , u ∈ R ≥ 0

Και για την λύση της ορίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο:

P (t) = tn + a1t
n−1 + · · ·+ an

Μερικές λύσεις :

y1(x) = L−1[P−1(su)] , yj+1(x) = 0D
j
xy1(x) , j = 0, 1, . . . , N − 1 , N ≥ nu

Οπότε η γενική λύση, όπως και στην κλασσική περίπτωση, είναι γραµµικός συνδυασµός των µερικών λύσεων.
Η απόδειξη του παραπάνω κάνει χρήση δύο ειδικών ϑεωρηµάτων του µετασχηµατισµού Laplace, των οποίων η
ανάπτυξη δεν είναι σκόπιµο να γίνει εδώ. Θα δούµε τώρα ένα παράδειγµα.

Να λυθεί η κλασµατική εξίσωση: [
0D

0,2
x − 3 0D

0,1
x + 2

]
y(x) = 0

Λύση:

P (t) = t2 − 3t+ 2 = (t− 1)(t− 2) ⇒ P (s0,1) = (s0,1 − 1)(s0,1 − 2)

Οπότε :

P−1(s0,1) =
1

(s0,1 − 1)(s0,1 − 2)
= − 1

(s0,1 − 1)
+

1
(s0,1 − 2)

⇒ y1(x) = L−1[P−1(s0,1)] = −L−1

[
1

(s0,1 − 1)

]
+ L−1

[
1

(s0,1 − 2)

]
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Και άρα:

y1(x) = −
10∑
i=1

Ex(
i

10
− 1, 1) +

10∑
i=1

2i−1Ex(
i

10
− 1, 210)

και η γενική λύση c1, c2 ∈ R είναι :

y(x) = −c1
10∑
i=1

Ex(
i

10
− 1, 1) + c1

10∑
i=1

2i−1Ex(
i

10
− 1, 210)−

− c2
10∑
i=1

∂

∂x
Ex(

i

10
− 1, 1) + c2

10∑
i=1

2i−1 ∂

∂x
Ex(

i

10
− 1, 210)

Μια άλλη κατηγορία κλασµατικών διαφορικών εξισώσεων, που είναι υποκατηγορία της παραπάνω κατηγορίας
είναι :

0D
1/q
x y(x)− c 0D

0
xy(x) = 0 , c ∈ R , q ∈ N

Με λύση:

y(x) =
q∑
i=1

cq−iEx(− i
q
, cq)

Παράδειγµα:

0D
1/2
x y(x)− 5 0D

0
xy(x) = 0

Λύση:

y(x) =
2∑
i=1

52−iEx(− i
2
, 52) =

2∑
i=1

25
5i
Ex(− i

2
, 25)

⇒ y(x) = 5Ex(−1
2
, 25) + Ex(−1, 25)
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Κεφάλαιο 7

Παραρτήµατα

Σε αυτό το τελευταίο κεφάλαιο έχουν συγκεντρωθεί κάποιες αποδείξεις και κάποιες αναπτύξεις που ίσως κανείς
τις ϑεωρούσε δευτερεύουσες κατά την διάρκεια τον ϐασικών αποδείξεων. Ωστόσο για λόγους πληρότητας τις
έχουµε προσθέσει εδώ. Επίσης έχουµε προσθέσει κάποιες ιδιότητες του FrFT και κάποιους µετασχηµατισµούς
αυτού, ϐασικών συναρτήσεων.

7.1 Πολυώνυµα Hermite

΄Οπως είδαµε και στα προηγούµενα, τα πολυώνυµα Hermite ορίζονται ως εξής :

Hn(t) = (−1)net
2 dn

dtn
[
e−t

2
]

, ∀ n ∈ N∗

Ολοκληρωτική µορφή:

Hn(t) =
(−2j)net

2

√
π

∫ +∞

−∞
e−x

2
xne2jxtdx

Να πούµε επιπλέον ότι αποτελούν λύσεις της διαφορικής εξίσωσης του Hermite:

y′′(t) + 2ty′(t) + 2ny(t) = 0 ,∀ n ∈ N∗

Τα πρώτα πέντε είναι :

• H0(t) = 1

• H1(t) = 2t

• H2(t) = 4t2 − 2

• H3(t) = 8t3 − 12t

• H4(t) = 16t4 − 48t2 + 12

Ιδιότητες:

1. Hn(−t) = (−1)nHn(t)

Απόδειξη :

Χωρίζουµε τους αριθµούς σε άρτιους και περιττούς. Για n = 2k ,∀ k ∈ N∗ έχουµε:
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H2k(−t) = (−1)2ke(−t)2 d2k

d(−t)2k
[
e−(−t)2

]
= et

2 d2k

(−1)2kdt2k
[
e−t

2
]

= et
2 d2k

dt2k
[
e−t

2
]

= (−1)2ket
2 d2k

dt2k
[
e−t

2
]

= H2k(t)

,όπου 1 = (−1)2k ,∀ k ∈ N∗. Για n = 2k + 1 έχουµε:

H2k+1(−t) = (−1)2k+1e(−t)2 d(2k+1)

d(−t)(2k+1)

[
e−(−t)2

]
= (−1)2k+1et

2 d(2k+1)

(−1)2k+1dt(2k+1)

[
e−t

2
]

= et
2 d(2k+1)

dt(2k+1)

[
e−t

2
]

= −(−1)2k+1et
2 d(2k+1)

dt(2k+1)

[
e−t

2
]

= −H2k+1(t)

,όπου 1 = −(−1)2k+1 , ∀ k ∈ N∗. ΄Αρα για άρτιους έχουµε Hn(−t) = Hn(t) και για περιττούς Hn(−t) =
−Hn(t). Οπότε ∀ n ∈ N∗ έχουµε:

Hn(−t) = (−1)nHn(t)

2. H ′n(t) = 2tHn(t)−Hn+1(t)

Απόδειξη :

H ′n(t) =
[
(−1)net

2 dn

dtn
[
e−t

2
]]′

= (−1)n2tet
2 dn

dtn
[
e−t

2
]

+ (−1)net
2 d(n+1)

dt(n+1)

[
e−t

2
]

= 2t(−1)net
2 dn

dtn
[
e−t

2
]
− (−1)n+1et

2 d(n+1)

dt(n+1)

[
e−t

2
]

⇒ H ′n(t) = 2tHn(t)−Hn+1(t)

Επίσης ισχύουν (χωρίς απόδειξη):

3. H ′′n(t) = (4t2 + 2)Hn(t) +Hn+2(t)

4. H ′n+1(t) = 2tHn+1(t) +Hn+2(t)

5. H ′n(t) = 2nHn−1(t)

6. Hn+1(t) + 2nHn−1(t) = 2tHn(t)

7.2 Εύρεση των ιδιοκαταστάσεων του τελεστή Fourier

Ορίζουµε την ακολουθία συναρτήσεων:

ψn(t) = Hn(
√

2π t)e−πt
2

Ισχύει :

F [ψn(t)](f) = (−j)nψn(f)
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Απόδειξη :

Από την σχέση (2) της παραγράφου (7.1) έχουµε:

Hn+1(
√

2π t) = 2
√

2π tHn(
√

2π t)−H ′n(
√

2π t)

Οπότε από την πρώτη παράγωγο της ψn(t), έχουµε:

ψ′n(t) =
√

2πH ′n(
√

2π t)e−πt
2 − 2πtHn(

√
2π t)e−πt

2

=
√

2πe−πt
2
[
H ′n(
√

2π t)−
√

2π tHn(
√

2π t)
]

=
√

2πe−πt
2
[
−Hn+1(

√
2π t) +

√
2π tHn(

√
2π t)

]
=
√

2πψn+1(t) + 2πtψn(t)

⇒ ψ′n(t) = −
√

2πψn+1(t) + 2πtψn(t)

⇒ ψn+1(t) =
√

2π tψn(t)− 1√
2π
ψ′n(t)

Εφαρµόζουµε των µετασχηµατισµό Fourier και στα δύο µέλη:

F [ψn+1(t)] = F
[√

2π tψn(t)
]
−F

[
1√
2π
ψ′n(t)

]
⇒ F [ψn+1(t)] =

√
2πF [tψn(t)]− 1√

2π
F
[
ψ′n(t)

]
Από τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier:

F [xf(x)] = − 1
2πj

F ′(f) , F
[
f ′(x)

]
= 2πjF (f)

έχουµε:

Ψn+1(f) =
j√
2π

Ψ′n(f)− j
√

2πΨn(f)

⇒ Ψn+1(f) = −j
[√

2πfΨn(f)− 1√
2π

Ψ′n(f)
]

,όπου:

F [ψn(t)] = Ψn(f)

Από τον ορισµό της ακολουθίας ψn(t), έχουµε:

ψ0(t) = H0(
√

2π t)e−πt
2

Επίσης :

F [e−πt
2
] = e−πf

2 ⇒ F [ψ0(t)] = ψ0(f) = (−j)0ψ0(f)
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Οπότε :

Ψ1(t) = −j
[√

2πfΨ0(f)− 1√
2π

Ψ′0(f)
]

= −j
[√

2πfψ0(f)− 1√
2π
ψ′0(f)

]

⇒ Ψ1(t) = −jψ1(f) ⇒ F [ψ1(t)] = (−j)1ψ1(f)

Επαγωγικά ϑα δείξουµε ότι για κάθε n ∈ N∗ ισχύει η σχέση (7.3):

΄Εστω ότι ισχύει για k ∈ N∗, τότε :

Ψk+1(f) = −j
[√

2πfΨk(f)− 1√
2π

Ψ′k(f)
]

= −j
[√

2πf(−j)kψk(f)− 1√
2π

(−j)kψ′k(f)
]

= (−j)k+1

[√
2πfψ0(f)− 1√

2π
ψ′0(f)

]
= (−j)k+1ψk+1(f)

⇒ F [ψk+1(t)] = (−j)k+1ψk+1(f)

Οπότε ισχύει για κάθε n ∈ N∗. ΄Ετσι οι ιδιοσυναρτήσεις ϑα έχουν την µορφή:

en(t) = cnHn(
√

2πt)e−πt
2

Θα καθορίσουµε τα cn έτσι ώστε να ισχύει η ορθοκανονικότητα:∫ ∞
−∞

e∗n(t)em(t)dt = δnm

Είναι :

∫ ∞
−∞

e∗n(t)em(t)dt =
∫ ∞
−∞

cnHn(
√

2π t)e−πt
2
cmHm(

√
2π t)e−πt

2
dt

= cncm

∫ ∞
−∞

Hn(
√

2π t)Hm(
√

2π t)e−2πt2dt

= cncm

∫ ∞
−∞

Hn(x)Hm(x)e−x
2 dx√

2π

=
cncm√

2π

∫ ∞
−∞

Hn(x)Hm(x)e−x
2
dx =

cncm√
2π

n!2n
√
π δnm

΄Αρα:

c2n√
2π
n!2n
√
π = 1 ⇒ cn =

√ √
2

n!2n

΄Ετσι οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή Fourier είναι :

ψn(t) =

√ √
2

n!2n
Hn(
√

2π t)e−πt
2
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΄Η µε την αλλαγή µεταβλητής
√

2π t = x:

ψn(x) =
1√

n!2n
√
π
Hn(x)e−x

2/2

Και οι ιδιοτιµές :

λn = (−j)n = e−πnj/2

7.3 Απόδειξη της σχέσης Mehler

Σχέση Mehler:

+∞∑
n=0

Hn(t)Hn(f)
n!2n

rn =
1√

1− r2
exp

[
2tfr − (t2 + f2)r2

1− r2

]

Απόδειξη :

Ορίζουµε την συνάρτηση k(r, t, f):

k(r, t, f) =
+∞∑
n=0

Hn(t)Hn(f)
n!2n

rn

΄Εχουµε:

∂k

∂t
=

+∞∑
n=1

H ′n(t)Hn(f)
n!2n

rn =
+∞∑
n=1

2nHn−1(t)Hn(f)
n!2n

rn

=
+∞∑
n=0

2(n+ 1)Hn(t)Hn+1(f)
(n+ 1)!2n+1

rn+1 = r
+∞∑
n=0

Hn(t)Hn+1(f)
n!2n

rn

΄Οπου χρησιµοποιήσαµε την σχέσει (5) της παραγράφου (7.1). Επίσης από τη σχέση (6) της ίδιας παραγράφου,
έχουµε:

∂k

∂t
= r

+∞∑
n=0

Hn(t)[2fHn(f)− 2nHn−1(f)]
n!2n

rn =

= 2rf
+∞∑
n=0

Hn(t)Hn(f)
n!2n

rn − r
+∞∑
n=0

Hn(t)Hn−1(f)
(n− 1)!2n−1

rn

= 2rf
+∞∑
n=0

Hn(t)Hn(f)
n!2n

rn − r
+∞∑
n=1

Hn+1(t)Hn(f)
n!2n

rn+1

= 2rf

[
+∞∑
n=0

Hn(t)Hn(f)
n!2n

rn

]
− r

[
r

+∞∑
n=1

Hn+1(t)Hn(f)
n!2n

rn

]

⇒ ∂k

∂t
= 2rfk − r ∂k

∂f

Οµοίως :
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∂k

∂f
= 2rtk − r∂k

∂t

Οπότε συνδυάζοντας τις (7.4) και (7.5) έχουµε:

1
k

∂k

∂t
=

2rf − 2r2t
1− r2

⇒ ∂ ln k
∂t

=
2rf − 2r2t

1− r2
⇒ ln k =

2rtf − r2t2

1− r2
+A1(f, r)

⇒ k = exp
[

2rtf − r2t2

1− r2

]
exp[A1(f, r)] = B(f, r) exp

[
2rtf − r2t2

1− r2

]

Και :

1
k

∂k

∂f
=

2rt− 2r2f
1− r2

⇒ ∂ ln k
∂f

=
2rt− 2r2f

1− r2
⇒ ln k =

2rft− r2f2

1− r2
+A2(t, r)

⇒ k = exp
[

2rtf − r2f2

1− r2

]
exp[A2(t, r)] = C(t, r) exp

[
2rtf − r2f2

1− r2

]

Συνδυάζοντας τα παραπάνω, παίρνουµε:

k = a(r) exp
[

2rtf − (t2 + f2)r2

1− r2

]
Μας µένει να υπολογίσουµε την a(r):

k(r, 0, 0) = a(r) =
∞∑
n=0

H2
n(0)rn

2nn!

Για τον υπολογισµό του Hn(0) ϑα την ολοκληρωτική µορφή των πολυωνύµων Hermite:

Hn(t) =
(−2j)net

2

√
π

∫ +∞

−∞
e−x

2
xne2jxtdx

Για n περιττά το ολοκλήρωµα είναι µηδέν, διότι η συνάρτηση αυτού είναι περιττή. Οπότε για n άρτια ϑα είναι :

H2n(0) =
(−2j)2n√

π

∫ +∞

−∞
e−x

2
x2ndx = (−1)n

(2n)!
n!

⇒ a(r) =
∞∑
n=0

H2
2n(0)r2n

22n(2n)!
=
∞∑
n=0

(2n)!(2n)!r2n

22n(2n)!n!n!
=
∞∑
n=0

(2n)!r2n

22nn!n!
=
∞∑
n=0

(1/2)nr2n

n!
=

1√
1− r2

΄Αρα:

k(r, t, f) =
√

1− r2 exp
[

2rtf − (t2 + f2)r2

1− r2

]
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7.4 Κλασµατικές διαστάσεις

Από την αρχή του εικοστού αιώνα άρχισαν να εφαρµόζονται ϑεωρίες που χρησιµοποιούσαν παραπάνω διαστά-
σεις από τρις. Η πιο ϐασική ϑεωρία από αυτές, ήταν η γενική ϑεωρία της σχετικότητας, που ϑεωρεί τέσσερις
διαστάσεις. Μετά τον ϐ΄ παγκόσµιο πόλεµο, που ξεκίνησε η ανάπτυξη της ϑεωρίας του χάους, έγινε η εισαγωγή
των κλασµατικών διαστάσεων. Ο ορισµός της έννοιας της κλασµατικής διάστασης, σαν αφηρηµένη µαθηµατική
έννοια, ϑα ϕανεί εύκολος. Αντίθετα η απεικόνιση, απαιτεί λίγη ϕαντασία. Οι επαναλαµβανόµενες γεωµετρικές
δοµές, γνωστές και ως Fractal, αντιστοιχούν αµφιµονοσήµαντα σε µία κλασµατική διάσταση και έτσι µπορούµε
να πάρουµε µια ιδέα για την εικόνα, της κάθε ϕορά υπό µελέτη κλασµατικής διάστασης.

Αν η µία διάσταση έχει µέτρο α, τότε δύο έχουν µέτρο α2 και οι τρεις έχουν µέτρο α3. Οπότε προκύπτει ο
ακόλουθος ορισµός.

Ορισµός.

Ο γενικευµένος όγκος µιας κλασµατικής διάστασης d, όπου το µέτρο της µοναδιαίας διάστασης είναι α, δίνεται
από την σχέση:

V = αd

Τελευταία γίνεται λόγος και για µιγαδικές διαστάσεις.

7.5 Αβεβαιότητα µεταξύ δύο τάξεων του FrFT

Μπορούµε να εξάγουµε µια σχέση που να δίνει την αβεβαιότητα δύο γενικευµένων µετασχηµατισµών Fourier
διαφορετικής τάξης της ίδιας συνάρτησης. Η σχέση αυτή είναι :

∆f2
α∆f2

β ≥
1
4

sin2(α− β)

΄Οπου ∆fα και ∆fβ οι αποκλίσεις του µεγέθους f για της αντίστοιχες τάξεις του FrFT α και β, και δίνονται
από τις παρακάτω σχέσεις :

∆f2
α =

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣(f − [∫ +∞

−∞
f |Fa(f)|2 df

])
Fa(f)

∣∣∣∣2 df

∆f2
β =

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣(f − [∫ +∞

−∞
f |Fb(f)|2 df

])
Fb(f)

∣∣∣∣2 df

Με:

Fα[f(x)] = Fa(f) =
∫ +∞

−∞
f(x)

√
1− j cot a exp

{
jπ
[
(x2 + f2) cot a− 2xf csc a

]}
dx , a =

απ

2

Fβ[f(x)] = Fb(f) =
∫ +∞

−∞
f(x)

√
1− j cot b exp

{
jπ
[
(x2 + f2) cot b− 2xf csc b

]}
dx , b =

βπ

2

΄Οπου f(x) η συνάρτηση του µεγέθους x. Το µέγεθος x και το µέγεθος f είναι στην συγκεκριµένη περίπτωση
ταυτόσηµα και έχουν την ίδια ϕυσική σηµασία. Ο λόγος που χρησιµοποιήσαµε διαφορετικές µεταβλητές είναι
για να µην γίνει σύγχυση κατά την διάρκεια των µετασχηµατισµών. Αυτό που δείχνουµε εδώ, είναι η αβεβαιότητα
που προκύπτει κατά διαφορετικών κλασµατικών µετασχηµατισµών Fourier µιας συνάρτησης κάποιου µεγέθους.
Τέλος παρατηρούµε, πως για ίδιες τάξεις η αβεβαιότητα γίνεται µηδέν.

Αν τώρα ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση του µεγέθους ως ένα πραγµατικό σήµα µοναδιαίας ενέργειας, εξάγουµε
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την εξής ειδικευµένη σχέση για την αβεβαιότητα :

∆f2
α∆f2

β ≥
(

∆f2 cosα cosβ +
sinα sinβ

4∆f2

)2

+
sin2(α− β)

4

΄Οπου:

∆f2 =
∫ +∞

−∞

∣∣∣∣(f − [∫ +∞

−∞
f |f(x)|2 df

])
f(x)

∣∣∣∣2 df

Η περίπτωση της ισότητας παρουσιάζεται, όταν η συνάρτηση είναι γκαουσιανή:

f(x) =
1√
2πσ

e−x
2/2σ2

, σ ∈ R

7.6 Ιδιότητες του FrFT

1.Πολλαπλασιαστικός κανόνας

Fα[f(x)g(x)] = g

(
x cos a+

1
j

sin a
d

dx

)
Fα[f(x)]

2.Κανόνας διαίρεσης µε x

Fα[f(x)/x] =
(

j

sin a

)
exp

(
−jx

2

2
cot a

)∫ x

−∞
exp

(
jx′2

2
cot a

)
Fα[f(x′)]dx′

3.Κανόνας µικτού γινοµένου

Fα
[
x

df(x)
dx

]
=
{
−(sin a+ jx2 cos a) sin a+ x cos(2a)

d
dx
− 1

2
sin(2a)

d2

dx2

}
Fα[f(x)]

4.Κανόνας παραγώγισης

Fα
[

df(x)
dx

]
=
(
−jx sin a+ cos a

d
dx

)
Fα[f(x)]

5.Γενικός κανόνας παραγώγισης

Fα
[

dnf(x)
dxn

]
=
(
−jx sin a+ cos a

d
dx

)n
Fα[f(x)]

6.Κανόνας ολοκλήρωσης

Fα
[∫ x

a
f(x)dx

]
= secx exp

(
−jx

2

2
tan a

)∫ x

a
exp

(
jx′2

2
tan a

)
Fα
[
f(x′)

]
dx′

7.Κανόνας ολίσθησης

Fα[f(x+ k)] = exp
[
−jk sin a

(
x+

k

2
cos a

)]
Fα[f(x)]

8.Κατοπτρικός κανόνας

Fα[f(−x)] = Fα−π[f(x)]
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9.Κανόνας συνέλιξης

f(x) ∗α g(x) = e−jbx
2

∫ +∞

−∞
f(τ)e−jbτ

2
g(x− τ)e−jb(x−τ)

2
dτ , b =

1
2

cot(
πa

2
)

7.7 FrFT µερικών συναρτήσεων

1.FrFT της συνάρτησης exp(x2/2):

Fα
[
exp

(
x2

2

)]
= exp

(
f2

2

)
2.FrFT της συνάρτησης Hn(x) exp(x2/2):

Fα
[
Hn(x) exp

(
x2

2

)]
= Hn(f) exp

(
f2

2

)
3.FrFT της συνάρτησης exp(x2/2 + bx):

Fα
[
exp

(
x2

2
+ bx

)]
= exp

(
−f

2

2
− jb2

2
eja sin a+ bfeja

)
4.FrFT της συνάρτησης δ(x):

Fα[δ(x)] =
exp(jπ/4− ja/2)√

2π sin a
exp

(
−jf

2

2
cot a

)
5.FrFT της συνάρτησης δ(x− k):

Fα[δ(x− k)] =
exp(jπ/4− ja/2)√

2π sin a
exp

(
− j

2
cot a(f2 + k2) + jkf csc a

)
6.FrFT της συνάρτησης f(x) = c:

Fα[c] =
ce−ja/2√

cos a
exp

(
jf2

2
tan a

)
7.FrFT της συνάρτησης exp(jkx):

Fα
[
ejkx

]
=
ce−ja/2√

cos a
exp

(
j

2
tan a(f2 + k2) + jkf sec a

)
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